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Математика в нашей жизни

Введение
Роль математики в различных областях человеческой деятельности и в разное время была существенно различной. Она складывалась исторически, и наибольшее влияние на нее оказывали два фактора: уровень развития математического аппарата и степень зрелости знаний об изучаемом объекте, возможность описать его наиболее существенные черты и свойства на языке математических понятий и уравнений или, как теперь принято говорить, возможность построить математическую модель изучаемого объекта.

Успехи использования математических методов и стиля мышления в естественных науках с необходимостью, но, разумеется, не сразу привели к мысли о том, чтобы включить в сферу математического влияния и проблему принятия управленческих решений и попытаться тем самым превратить древнее искусство в современную науку. Испытанный метод проб и ошибок в наши дни часто теряет свою универсальность: слишком катастрофическими могут оказаться ошибки и слишком мало времени отпущено для проб. Становится все более ясным, что сегодня меньше, чем когда-либо ранее, допустимы произвольные, чисто волевые решения в экономике, менеджменте, социальной и политической сфере.

Не случайно поэтому в наше время наблюдается бурное внедрение математических методов во все области человеческой практики: вместо того, чтобы пробовать и ошибаться по отношению к реальным объектам, люди предпочитают делать это на математических моделях. Формируется новая научная дисциплина – исследование операций, позволяющая с использованием математических методов и моделей давать предварительное обоснование оптимальных решений во всех областях целенаправленной человеческой деятельности. Практическое использование достижений этой научной дисциплины делается все более массовым в связи с непрерывным совершенствованием общедоступной вычислительной техники и широким распространением специализированного программного обеспечения. Таким образом, основы математики – важнейшая составная часть образовательной программы современного менеджера.
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В соответствии с требованиями государственного образовательного стандарта задачами курса являются:

· развитие навыков математического мышления;

· знакомство студентов с аксиоматическим подходом при  построении  теоретической модели;

· знакомство с методами строгих математических доказательств, основанных на законах формальной логики, математической индукции и дедукции;

· знакомство с  основами  исчисления бесконечно малых величин и пределов;

· знакомство студентов с использованием дифференциального и интегрального исчисления, линейной алгебры и математической статистики для решения практических задач;

· знакомство с методами математического моделирования в применении к решению практических управленческих и экономических задач;

· формирование навыков использования математических методов и основ математического моделирования  в социально-экономических  науках;

· создание базы необходимых знаний в области математики для дальнейшего изучения  дисциплин учебного плана. 

Тема 1: Специфика математики как науки 
1.1. Аксиоматическое построение математических теорий

Всякой математической теории свойственно аксиоматическое построение. Это означает следующее (в данном разделе мы используем понятие множества, которое более подробно обсуждается в Теме 2).

В теории имеется небольшое количество абстрактных основных понятий, которые обозначают элементы некоторых множеств (число – в теории чисел; точка, прямая, плоскость – в геометрии Евклида), или соотношения между ними (равно, меньше, больше – в теории чисел; принадлежит, лежит между, равен – в геометрии Евклида), или операции над ними (сложение, умножение в теории чисел). Для абстрактных основных понятий не требуется определений в рамках данной аксиоматической теории. В случае необходимости все остальные объекты теории определяются через основные понятия. Например, если A и B – точки, принадлежащие прямой a , то отрезок AB есть множество, состоящее из точек A , B и точек прямой a, лежащих между точками A и B.

В основе математической теории лежат несколько фундаментальных предположений, которые принимаются без доказательства и называются аксиомами. В формулировках аксиом фигурируют абстрактные основные понятия теории. Классический пример аксиоматической теории – геометрия Евклида; она основана на 20 аксиомах из которых, для примера, приведем лишь три.

· Каковы бы ни были три точки А, В и С, не принадлежащие одной прямой, существует не более одной плоскости, которой принадлежат эти точки (это одна из аксиом принадлежности).

· Каковы бы ни были две различные точки А и С, на определяемой ими прямой существует по крайней мере одна точка В, такая, что С лежит между А и В (это одна из аксиом порядка).

· Пусть а – произвольная прямая и А – точка, лежащая вне прямой а, тогда в плоскости [image: image1.wmf]a

, определяемой точкой А и прямой а, существует не более одной прямой, проходящей через А и не пересекающей а (это знаменитая аксиома параллельности).

Можно сказать, что в аксиомах определяется система «взаимоотношений» между основными понятиями теории. Тем самым аксиомы «отменяют» необходимость определения основных понятий теории.

Все содержание теории, выражающееся теоремами, леммами, признаками и т.д., получается из аксиом с помощью правил вывода. Правила вывода определяются законами математической логики, или, иначе, законами дедуктивной формальной логики. Наиболее простым, но в то же время основополагающим разделом математической логики является раздел, называемый исчислением высказываний. В этом разделе закладываются основные принципы построения правил логического вывода.

1.2. Основы исчисления высказываний

Основной объект математической логики – высказывание. Под высказыванием понимается повествовательное предложение, которое может быть либо истинным, либо ложным, но не то и другое одновременно. Примеры высказываний: «Сегодня идет дождь», «В группе 25 человек», «Мотя – собака» и т.д. В математической логике не интересуются смыслом высказываний, важно лишь логическое значение каждого высказывания: ложь (0) или истина (1). Таким образом, всякое высказывание является логической переменной, которая может принимать одно из двух возможных логических значений: 0 (ложь) или 1 (истина). Логические переменные так же, как и соответствующие им высказывания, обычно обозначают буквами латинского алфавита: x, y и т.д.

Из исходных высказываний можно получать составные (сложные) высказывания с помощью логических операций. Логическая операция – это правило, с помощью которого из одного высказывания можно получить другое (унарная операция) или из пары высказываний можно получить третье (бинарная операция). Действие каждой логической операции задается при помощи соответствующей таблицы истинности. Перечислим основные логические операции и приведем для них таблицы истинности.

Унарная операция только одна – логическое отрицание. Результат применения отрицания к высказыванию x обозначают [image: image2.wmf]x

 ([image: image3.wmf]x

 произносится «не x »). Операция отрицания задается таблицей истинности (Таблица 1.2.1), в которой каждому возможному логическому значению x ставится в соответствие его логически противоположное значение:

Таблица 1.2.1. Таблица истинности для операции логического отрицания

	x
	[image: image4.wmf]x



	0
	1

	1
	0


Сведения об основных бинарных логических операциях приведены в Таблице 1.2.2.

Таблица 1.2.2. Основные бинарные логические операции

	Название
	Обозначение высказывания, которое получается в результате применения операции к высказываниям x и y
	Как произносится

	Дизъюнкция 

(логическое сложение)
	[image: image5.wmf]y

x
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	«x или y»

	Конъюнкция 

(логическое умножение)
	[image: image6.wmf]y

x

Ù


	«x и y»

	Импликация
	[image: image7.wmf]y

x

®


	«если x то y» , «x влечет y»


Таблицы истинности бинарных операций собраны в Таблице 1.2.3; здесь для каждой из четырех возможных комбинаций логических значений высказываний x и y представлен результат применения операции.

Таблица 1.2.3. Таблица истинности бинарных логических операций

	x
	y
	[image: image8.wmf]y
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	[image: image9.wmf]y
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	[image: image10.wmf]y
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	0
	0
	0
	0
	1

	0
	1
	1
	0
	1

	1
	0
	1
	0
	0

	1
	1
	1
	1
	1


Из таблиц истинности видно, что дизъюнкция и конъюнкция являются коммутативными операциями: [image: image11.wmf])
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, [image: image12.wmf])
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; равенство или логическая эквивалентность двух составных высказываний означает, что их таблицы истинности совпадают. Импликация, очевидно, не является коммутативной: [image: image13.wmf])
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. В импликации [image: image14.wmf]y
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 высказывание x называют основанием, а высказывание y – заключением.

Используя введенные операции из исходных (элементарных) высказываний можно строить сколь угодно сложные составные высказывания, например [image: image15.wmf])
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 и т.д.

Логическое следование высказываний

Для формулировки правил вывода важно понятие логического следования высказываний. Пусть имеются высказывания [image: image16.wmf]k
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 и некоторое высказывание [image: image17.wmf]g

.

Определение: Высказывание [image: image18.wmf]g

 является логическим следствием высказываний [image: image19.wmf]k

f

f

f

K

,

,

2

1
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 истинно по крайней мере тогда, когда истинны все высказывания [image: image21.wmf]k
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Факт логического следования обозначают [image: image22.wmf]g
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 (иногда используются и другие обозначения); при этом высказывания [image: image23.wmf]k
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 называют посылками, а высказывание [image: image24.wmf]g

 ‑ заключением. Всякий факт логического следования есть некоторая теорема (лемма, признак и т.д.). Правила вывода есть ни что иное, как правила доказательства теорем, т.е. правила установления факта логического следования.

Прямой метод доказательства теорем состоит в непосредственном установлении факта логического следования. Если посылки и заключение построены из одних и тех же элементарных высказываний, то факт логического следования легко установить с помощью таблицы истинности посылок и заключения.

Приведем пример. Рассмотрим высказывания

x : «студент не готовится к экзамену»,

y : «студент получает двойку»,

z : «студент не является на экзамен».

Сформулируем и докажем следующую теорему.

Теорема 1.2.1. Дано:

1) [image: image25.wmf])
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 : «если студент не готовится к экзамену, то он получает двойку или не является на экзамен»,

2) [image: image26.wmf]y
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 : «если студент не готовится к экзамену и не является на экзамен, то он получает двойку».

Доказать: [image: image27.wmf]y
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 : «если студент не готовится к экзамену, то он получает двойку».

Для доказательства построим таблицу истинности посылок и заключения (Таблица 1.2.4).

Таблица 1.2.4. Таблица истинности для Теоремы 1.2.1.

	Элементарные высказывания
	Промежуточные высказывания
	Посылки
	Заключение
	Отрицание заключения

	x
	y
	z
	[image: image28.wmf]z
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	[image: image29.wmf]z
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x

®


	[image: image33.wmf]y
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	0
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	1
	0

	0
	0
	1
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	0
	1
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	1
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	0
	1
	0
	1
	0
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	1
	0
	0
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	1
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	1
	0
	1
	1
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	0
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	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	0

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0


Из Таблицы 1.2.4. видно, что когда истинны обе посылки, то и заключение истинно, значит заключение является логическим следствием посылок; теорема доказана.

В ряде случаев используют метод доказательства теорем «от противного». При этом полагают истинным отрицание заключения, т.е. добавляют к посылкам высказывание [image: image34.wmf]g

 и убеждаются в том, что это приводит к противоречию: все посылки теперь не могут быть истинными одновременно (при истинных [image: image35.wmf]k
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 высказывание [image: image36.wmf]g

 ложно, т.е. [image: image37.wmf]g

 ‑ истинно). Докажите методом «от противного» Теорему 1.2.1, используя Таблицу 1.2.4.

В практике математических доказательств редко выписывают таблицы истинности. Чаще используют правила вывода, сформулированные посредством т.н. законов логики. Их можно обосновать соответствующими таблицами истинности, но мы привыкли считать их очевидными. Таков, например, закон силлогизма: [image: image38.wmf])
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, справедливый для любых высказываний [image: image39.wmf]z
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. Вот пример «очевидных» рассуждений, основанных на законе силлогизма: «Если не готовиться к экзамену, то получишь двойку. Если получишь двойку, то не будет стипендии. Следовательно, если не готовиться к экзамену, то не будет стипендии».

В математических рассуждениях используют термины необходимое условие, достаточное условие. Поясним их смысл. Пусть [image: image40.wmf]g
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; тогда [image: image41.wmf]g

 называют необходимым условием для [image: image42.wmf]f

, а [image: image43.wmf]f

 ‑ достаточным условием для [image: image44.wmf]g

.

Необходимо отметить, что для полного анализа правил дедуктивного логического вывода (от общего, т.е. от аксиом, к частному, т.е. к конкретным теоремам), недостаточно исчисления высказываний. Второй важнейший раздел математической логики – исчисление предикатов, но знакомство с ним выходит за рамки данного курса. Для более полного знакомства с основами математической логики можно воспользоваться книгами [1], [2] и [1д].

Математическая индукция

Кроме дедуктивных рассуждений в математике используются и рассуждения индуктивные (от частного к общему). Специфическая форма индуктивных рассуждений в математике определяется методом (принципом) математической индукции:

Пусть имеется высказывание [image: image45.wmf])
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, зависящее от натурального числа [image: image46.wmf]n

. Это высказывание считается истинным для любого [image: image47.wmf]n

, если

1) установлена истинность [image: image48.wmf])
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2) из предположения об истинности [image: image49.wmf])
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 удается доказать истинность [image: image50.wmf])
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Рассмотрим пример использования метода математической индукции. Пусть

[image: image51.wmf]å
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                                                                      (1.2.1)

В формуле (1.2.1) использован значок суммирования [image: image52.wmf]å

, который используется для сокращения записи
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Докажем, что 

[image: image54.wmf]6
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Эта формула очевидно справедлива для [image: image55.wmf]1
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. Предполагая истинность (1.2.2), после элементарных преобразований получим аналогичную формулу для [image: image57.wmf])
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Следовательно, формула (1.2.2) справедлива для любого [image: image59.wmf]n

.

Тема 2: Основы теории множеств 
2.1. Элементы, множества, подмножества

Множество – одно из основных абстрактных понятий теории множеств и, поэтому, ему невозможно дать определение. Однако примеры конкретной реализации множеств очевидны:

· лес – множество деревьев,

· оркестр – множество музыкантов,

· группа ГМУ-511 – множество студентов и т.д.

Основоположник современной теории множеств Георг Кантор писал, что «множество – это собрание любых объектов, различных между собой, но мыслимых нами как единое целое». 

Объекты, из которых состоит множество, называют его элементами и обычно обозначают маленькими буквами: [image: image60.wmf]x

b

a

K

,

,

. Множества обозначают большими буквами: [image: image61.wmf]X

B

A

K

,

,

. Если элемент x содержится во множестве A, то это записывают следующим образом: [image: image62.wmf]A

x

Î

. Если же элемент x не содержится во множестве A, то пишут: [image: image63.wmf]A

x

Ï

.

Для того, чтобы задать множество, нужно указать свойство (признак), которым обладают все его элементы и не обладают все остальные объекты в мире. Если множество задается явным перечислением его элементов, то они заключаются в фигурные скобки, например [image: image64.wmf]}
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 (множество состоит из трех чисел). Приведем еще примеры числовых множеств:

[image: image65.wmf]}
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 множество натуральных чисел;

[image: image66.wmf]}
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 множество целых чисел;

[image: image67.wmf]}

,

,

{

Z

n

Z

m

n

m

x

R

Î

Î

=

=

 множество рациональных чисел, т.е. чисел, представимых в виде отношения двух целых чисел;

[image: image68.wmf]С

 ‑ множество вещественных (действительных) чисел; любое число содержится в этом множестве;
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[image: image71.wmf]}
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 полубесконечный числовой промежуток;
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 [image: image73.wmf]d

-окрестность числа [image: image74.wmf]a

;
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Множество, которое не содержит ни одного элемента, называется пустым множеством и обозначается [image: image76.wmf]Æ

.

Подчеркнем, что элементы множества не могут повторяться и не предполагается их упорядочения; поэтому, например, {1,1,2,3,1}={1,2,3}={3,1,2}.

Для сокращения записи будем использовать значки, называемые кванторами. Квантор существования [image: image77.wmf]$

 заменяет слова «существует», «найдется» и т.д. Квантор общности [image: image78.wmf]"

 заменяет слова «любой», «все», «для любого» и т.д.

Дадим строгое определение равенства множеств:
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A

=

 если [image: image80.wmf]B

x

A

x

Î

Î

"

,

 и [image: image81.wmf]A

x

B

x

Î

Î

"

,

.

Определим понятия подмножества и включения множеств. Пусть имеются два множества [image: image82.wmf]A

 и [image: image83.wmf]B

 и пусть [image: image84.wmf]A
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. Тогда [image: image85.wmf]B

 является подмножеством [image: image86.wmf]A

 или, иначе, [image: image87.wmf]B

 включено в [image: image88.wmf]A

; для обозначения включения используется символика [image: image89.wmf]A
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. Очевидно, что любое множество содержит само себя в качестве своего подмножества. [image: image90.wmf]B

 не является подмножеством [image: image91.wmf]A

, если в нем имеются элементы, отсутствующие в [image: image92.wmf]A

. Поскольку пустое множество вообще не содержит элементов, то следует признать, что [image: image93.wmf]A
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Определим понятия строго подмножества и строгого включения множеств. Если [image: image94.wmf]A
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, но [image: image95.wmf]B
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, то [image: image96.wmf]B

 является строгим (истинным) подмножеством [image: image97.wmf]A

 или, иначе, [image: image98.wmf]B

 строго включено в [image: image99.wmf]A

; для обозначения строгого включения используется символика [image: image100.wmf]A
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.

Универсальное множество. Множество [image: image101.wmf]I

 называется универсальным множеством, если любое из рассматриваемых множеств является его подмножеством.

2.2. Операции (действия) над множествами

Сложение (объединение) множеств. Из двух множеств [image: image102.wmf]A

 и [image: image103.wmf]B

 с помощью операции сложения получают новое множество, называемое их суммой и обозначаемое [image: image104.wmf]B

A

È

. Сумма множеств [image: image105.wmf]B
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È

 состоит из тех и только тех элементов, которые являются элементами множества [image: image106.wmf]A

 или элементами множества [image: image107.wmf]B

 (или элементами обоих множеств), т.е. [image: image108.wmf])}
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. Операция сложения очевидно коммутативна: [image: image109.wmf]A
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. Легко сформулировать определение суммы трех, четырех и вообще любого числа множеств (сделайте это!)

Наглядное представление об операциях над множествами дают диаграммы Вьена, на которых множества изображаются плоскими фигурами (кругами) на фоне прямоугольника, изображающего универсальное множество. Диаграмма Вьена для суммы множеств представлена на рис. 2.2.1.
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Умножение (пересечение) множеств. Из двух множеств [image: image111.wmf]A

 и [image: image112.wmf]B

 с помощью операции умножения получают новое множество, называемое их произведением (или пересечением) и обозначаемое [image: image113.wmf]B

A

Ç

. Произведение множеств [image: image114.wmf]B

A

Ç

 состоит из тех и только тех элементов, которые являются элементами множества [image: image115.wmf]A

 и элементами множества [image: image116.wmf]B

 (элементами обоих множеств одновременно), т.е. [image: image117.wmf])}
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. Операция умножения очевидно коммутативна: [image: image118.wmf]A
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. Легко сформулировать определение произведения трех, четырех и вообще любого числа множеств (сделайте это!). Диаграмма Вьена для произведения (пересечения) множеств представлена на рис. 2.2.2.

Вычитание множеств. Из двух множеств [image: image119.wmf]A

 и [image: image120.wmf]B

 с помощью операции вычитания получают новое множество, называемое их разностью и обозначаемое [image: image121.wmf]B
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. Разность множеств [image: image122.wmf]B
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 состоит из элементов множества [image: image123.wmf]A

, которые не являются элементами множества [image: image124.wmf]B

, т.е. [image: image125.wmf])}
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. Диаграмма Вьена для разности множеств представлена на рис. 2.2.3.
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Дополнение множества. Для любого множества [image: image128.wmf]A

 можно построить множество, называемое его дополнением и обозначаемое [image: image129.wmf]B
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. По определению [image: image130.wmf]B
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. Соответствующая диаграмма Вьена приведена на рис. 2.2.4.
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Если для элементов некоторого множества определены операции сложения и умножения, то это множество называют алгеброй. Поэтому совокупность свойств операций над множествами называют алгебраическими свойствами операций. Они имеют смысл тождеств, справедливых для любых множеств. Перечислим некоторые (основные) алгебраические свойства операций над множествами.

Коммутативность сложения и умножения: [image: image132.wmf]A
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Ассоциативность сложения и умножения: [image: image133.wmf]C
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Дистрибутивность умножения относительно сложения: [image: image135.wmf])
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Перечисленные выше свойства вполне аналогичны свойствам арифметических операций над числами. Однако в алгебре множеств присутствуют и свойства, не имеющие аналогов в арифметике. Таковы, например, законы де Моргана:
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Алгебраические свойства операций над множествами могут быть обоснованы с использованием диаграмм Вьена. Полный перечень алгебраических свойств операций над множествами приведен, например, в [1,2].

2.3. Отображения

Понятие отображения – одно из фундаментальных абстрактных понятий математики. Определение:

Пусть заданы два множества [image: image140.wmf]X

 и [image: image141.wmf]Y

. Отображением [image: image142.wmf]f

 из [image: image143.wmf]X

 в [image: image144.wmf]Y

 называют правило, при помощи которого каждому элементу [image: image145.wmf]X
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 ставится в соответствие некоторый элемент [image: image146.wmf]Y
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.

При этом множество [image: image147.wmf]X

 называется множеством (областью) определения отображения, множество [image: image148.wmf]Y

 ‑ множеством (областью) значений (изменения) отображения. Факт отображения записывается следующим образом [image: image149.wmf]Y
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. Если отображение [image: image150.wmf]f

 элементу [image: image151.wmf]X
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 называют образом элемента [image: image156.wmf]x

 в отображении [image: image157.wmf]f

, элемент [image: image158.wmf]x

 называют прообразом элемента [image: image159.wmf]y

 в отображении [image: image160.wmf]f

.

Сделаем несколько замечаний, которые вытекают из определения отображения.

Отображение задано полностью, если определены три объекта: [image: image161.wmf]X

, [image: image162.wmf]Y

 и правило сопоставления [image: image163.wmf]f

.

В любом отображении все элементы [image: image164.wmf]X
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 имеют образы.

Не исключено, что два различных элемента [image: image165.wmf],
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[image: image166.wmf]2
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 могут иметь один и тот же образ.

Некоторые элементы [image: image167.wmf]Y
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 могут не иметь прообразов.

Примеры отображений:

1. Каждому человеку из некоторого множества людей ставится в соответствие его имя.

2. Числовая функция [image: image168.wmf]+¥
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3. Оператор дифференцирования [image: image169.wmf])
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; каждой дифференцируемой функции ставится в соответствие другая функция, называемая ее производной. Например, [image: image170.wmf]x
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4. Определенный интеграл (являющийся частным случаем функционала) [image: image171.wmf]ò
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 всякой интегрируемой функции, заданной на отрезке [image: image172.wmf]]
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, ставит в соответствие число [image: image173.wmf]I

.

Важнейшим типом отображения является т.н. взаимно однозначное соответствие (ВОС). Определение:

Отображение [image: image174.wmf]Y
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 есть ВОС, если каждый элемент [image: image175.wmf]Y
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 имеет прообраз, причем только один.

Примеры ВОС:

1. Сопоставление вещественных чисел и точек на числовой оси.

2. Сопоставление точек на плоскости и пар вещественных чисел [image: image176.wmf])
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, являющихся их декартовыми координатами.

3. Сопоставление объектов на местности и их символических изображений на географической карте.

4. Числовая функция [image: image177.wmf]3
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.

Придумайте самостоятельно примеры ВОС, а также примеры отображений, которые не являются ВОС.

Очевидно, что всякое ВОС имеет обратное отображение [image: image178.wmf]X
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; по сути дела это то же самое правило сопоставления, только применяемое «в обратную сторону»: если [image: image179.wmf]y
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. Например, для числовой функции [image: image181.wmf]3
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 обратным отображением будет функция [image: image182.wmf]3
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. (При использовании традиционных обозначений для аргумента [image: image183.wmf]x

 и значения функции [image: image184.wmf]y

 полагают, что для числовой функции [image: image185.wmf]3
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 обратной функцией является функция [image: image186.wmf]3
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).

Определение: множества [image: image187.wmf]X

 и [image: image188.wmf]Y

 называются эквивалентными (находятся в отношении эквивалентности), если существует ВОС [image: image189.wmf]Y
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Если множества [image: image190.wmf]X

 и [image: image191.wmf]Y

 эквивалентны, то пишут [image: image192.wmf]Y
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. Очевидны следующие свойства отношения эквивалентности.

1. Рефлексивность: [image: image193.wmf]X
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2. Симметричность: если [image: image194.wmf]Y
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3. Транзитивность: если [image: image196.wmf]Y
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Пусть заданы два отображения: [image: image199.wmf]Y
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 (подчеркнем, что область изменения первого отображения совпадает с областью определения второго отображения). Тогда можно определить новое отображение [image: image201.wmf]Z
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, называемое композицией (произведением) исходных отображений и обозначаемое [image: image202.wmf]f
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. Правило сопоставления для композиции отображений поясняется на рис. 2.2.5.
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Придумайте пример композиции отображений.

2.4. Бесконечные множества

Существуют множества, все элементы которых можно выписать явно, и, следовательно, можно указать число элементов множества. Например, число элементов множества цифр в десятичной системе счисления равно десяти: {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}; число элементов алфавита русского языка равно 32. Такие множества называются конечными.

Для любых конечных множеств [image: image204.wmf]X

 и [image: image205.wmf]Y

 справедливы очевидные утверждения:

Если [image: image206.wmf]Y
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, то [image: image207.wmf]X

 и [image: image208.wmf]Y

 содержат одинаковое число элементов.

Если [image: image209.wmf]Y

X

Ì

, то в [image: image210.wmf]X

 элементов меньше, чем в [image: image211.wmf]Y

 («часть меньше целого»).

Вообще нетрудно понять, что натуральное число – это абстрактное общее свойство всех эквивалентных друг другу конечных множеств. Процедура подсчета количества каких-либо объектов – это всегда процедура установления эквивалентности некоторого конечного множества эталонному конечному множеству, содержащему определенное число элементов (пять пальцев на руке и т.д.). Еще раз подчеркнем, что конечные множества содержат одинаковое число элементов, если они эквивалентны.

Некоторые множества нельзя назвать конечными, а интуиция подсказывает, что число элементов в них неограниченно велико, т.е. «бесконечно». Таковы, например, множества всех натуральных чисел, всех точек на окружности. Изучение свойств бесконечных множеств, т.е. множеств не являющихся конечными, приводит к следующему определению:

Множество называется бесконечным, если в нем существует строгое подмножество, эквивалентное самому множеству.

Т.е. [image: image212.wmf]X

 бесконечно, если [image: image213.wmf]X

Y

Y

Ì

$

,

, такое что [image: image214.wmf]X
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.

Поскольку [image: image215.wmf]X
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, то следует признать, что в этих множествах содержится одинаковое число элементов, другого способа сравнения численности множеств просто не существует. Если [image: image216.wmf]X
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, такое что [image: image217.wmf]X
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, то получается, что «часть эквивалентна целому»! Для конечных множеств это абсурд. Для бесконечных – естественное явление, фундаментальное свойство, которое лежит в основе определения бесконечного множества.

Рассмотрим примеры бесконечных множеств.

Натуральный ряд [image: image218.wmf]}
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 содержит в качестве строгого подмножества множество положительных четных целых чисел [image: image219.wmf]}
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. Эквивалентность [image: image221.wmf]N
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. Следовательно, натуральный ряд – бесконечное множество. Натуральный ряд содержит бесконечное множество элементов, но оно такое же, как и множество четных и, очевидно, нечетных чисел. Любое множество, эквивалентное натуральному ряду, называют счетным множеством. Счетным является, например, множество [image: image224.wmf]}
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. Элементы счетного множества можно пронумеровать, т.е. присвоить им номера 1, 2, 3, 4, и т.д.

Возникает естественный вопрос. Все ли бесконечные множества счетны? Существуют ли бесконечные множества, в которых элементов «больше», чем в счетных множествах?

Множество [image: image225.wmf]C

 всех вещественных чисел [image: image226.wmf]]
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, эквивалентное множеству точек отрезка числовой оси от 0 до 1, называют континуум. Очевидно, что это множество бесконечное, поскольку [image: image227.wmf]D
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 с элементами [image: image228.wmf]]
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 и [image: image230.wmf]C
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, т.к. можно положить [image: image231.wmf]2
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. Является ли континуум счетным множеством?  Континуум содержит элементов больше, чем натуральный ряд. Это означает следующее: если предположить, что все элементы континуума как-то пронумерованы, то можно доказать, что существует еще бесконечно много элементов континуума, не попавших в пронумерованный список [2д]. Континуум не является множеством, эквивалентным натуральному ряду. Континуум – еще один эталон бесконечности, отличной от натурального ряда. Множества, эквивалентные континууму, называются континуальными множествами.

Для сравнения множеств по числу элементов в них вводится понятие мощности множества. Мощность множества – это, вообще говоря, не число, а некоторое свойство множества, которое обладает следующими характеристиками:

· для конечных множеств мощностью называют число их элементов;

· мощности эквивалентных множеств одинаковы;

· если [image: image232.wmf]X
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, но невозможно установить эквивалентность [image: image233.wmf]1
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 и [image: image234.wmf]X

, то полагают, что мощность [image: image235.wmf]X

 больше, чем мощность [image: image236.wmf]Y

.

Таким образом, мощность любого континуального множества больше, чем мощность счетного множества. Можно доказать, что, имея любое бесконечное множество, можно построить множество большей мощности; т.е. не существует множества самой большой мощности.

Более подробное введение в современную теорию множеств можно найти в книгах [1,2,2д].

Тема 3: Числовые последовательности и их пределы 
3.1. Определение числовой последовательности

Дадим определение числовой последовательности:

Пусть каждому натуральному числу [image: image237.wmf]n

 поставлено в соответствие вещественное число [image: image238.wmf]n
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 называется числовой последовательностью (или просто последовательностью).

Числа [image: image240.wmf]K
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 называют элементами, или членами последовательности, символ [image: image241.wmf]n

x

 ‑ общим членом последовательности, а целое число [image: image242.wmf]n

 ‑ его номером. Сокращенно последовательность обозначают символом [image: image243.wmf]}

{

n

x

. Например, символ [image: image244.wmf]}

1

{

n

 обозначает последовательность [image: image245.wmf]}
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Последовательности задают:

явным перечислением элементов, например [image: image246.wmf]=
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[image: image247.wmf]}
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формулой общего члена, например [image: image248.wmf]n
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;

рекуррентной формулой, например [image: image249.wmf])
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Последовательностями являются известные из школьной программы арифметическая [image: image251.wmf]d

n

a

x

n

)

1

(

-

+

=

 и геометрическая [image: image252.wmf]1
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 прогрессии.

Последовательность может иметь предел, при этом она называется сходящейся. Рассмотрим примеры последовательностей, которые позволят разобраться в понятии предела.

В круг радиуса [image: image253.wmf]R

 будем вписывать правильные многоугольники: треугольник, квадрат, 5-угольник, 6-угольник, …, n-угольник и т.д. Площади вписанных n-угольников 
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образуют числовую последовательность [image: image255.wmf]n

s

. На рис. 3.1 треугольник ОАС – это [image: image256.wmf]n

1

-ая часть вписанного n-угольника. Опустив из точки О перпендикуляр ОВ на сторону треугольника АС, легко видеть, что [image: image257.wmf]´
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{площадь треугольника ОВС}. Площадь прямоугольного треугольника ОВС равна [image: image258.wmf])
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Совершенно аналогично можно вычислить общий член последовательности площадей правильных описанных многоугольников [image: image260.wmf]n
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, получим
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Можно образовать еще одну последовательность:
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С ростом номера [image: image263.wmf]n

 элементы последовательности [image: image264.wmf]n

s

 возрастают, делаясь все ближе к площади круга [image: image265.wmf]2
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; элементы последовательности [image: image266.wmf]n
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 убывают, неограниченно приближаясь к [image: image267.wmf]2
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; элементы последовательности [image: image268.wmf]n
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 «скачут» вблизи числа [image: image269.wmf]2
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, «прижимаясь» к нему. Числовые значения некоторых элементов всех трех последовательностей при [image: image270.wmf]1
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 приведены в табл. 3.1. При [image: image271.wmf]1
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 площадь круга равна числу [image: image272.wmf].
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Таблица 3.1. Числовые значения элементов последовательностей ([image: image273.wmf]1
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	5
	2,3776
	3,6327
	2,3776

	10
	2,9389
	3,2492
	3,2492

	15
	3,0505
	3,1883
	3,0505

	20
	3,0902
	3,1677
	3,1677

	25
	3,1086
	3,1582
	3,1086

	30
	3,1187
	3,1531
	3,1531

	35
	3,1247
	3,1501
	3,1247

	40
	3,1287
	3,1481
	3,1481

	75
	3,1379
	3,1434
	3,1379

	100
	3,1395
	3,1426
	3,1426


В поведении всех трех рассмотренных последовательностей есть одна очень важная особенность: какую бы, сколь угодно малую, окрестность точки [image: image278.wmf]2
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 мы не выбрали, эта окрестность будет содержать все бесконечное множество элементов последовательности с номерами, большими некоторого; вне выбранной окрестности остается лишь конечное число элементов. Например, все элементы последовательности [image: image279.wmf]n
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. Все три рассмотренные последовательности имеют предел, равный числу [image: image282.wmf]2
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3.2. Определение предела последовательности

Дадим строгое определение предела последовательности.

Последовательность [image: image283.wmf]}

{

n

x

 сходится и имеет предел, равный числу [image: image284.wmf]a
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Если предел последовательности равен числу [image: image289.wmf]a
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Определение предела можно записать в краткой символической форме:
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 (рис. 3.2), причем номер [image: image302.wmf]N

 определяется по величине [image: image303.wmf]e
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Из определения предела следует, что для доказательства факта [image: image305.wmf]a
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 для конкретной последовательности нужно решить неравенство [image: image306.wmf]e
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, тем самым будет установлено, начиная с какого номера элементы данной последовательности удовлетворяют этому неравенству при произвольном выборе [image: image308.wmf]e
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 мы ни предположили в качестве предела все элементы последовательности находятся на расстоянии большем или равном числу [image: image317.wmf]|)
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Последовательность [image: image320.wmf]}
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В некоторых случаях используя лишь определение (3.4) установить отсутствие или наличие предела последовательности, а тем более его значение, довольно трудно. При анализе сходимости последовательностей целесообразно использовать общие свойства сходящихся последовательностей. Приведем без доказательства теоремы, в которых сформулированы основные свойства сходящихся последовательностей.

1. Сходящаяся последовательность имеет только один предел.

2. Сходящаяся последовательность ограничена.
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. В этом пункте перечислены т.н. арифметические свойства пределов последовательностей.

4. Произведение бесконечно малой последовательности на ограниченную последовательность или на число есть бесконечно малая последовательность.

Рассмотрим применение этих свойств на примерах.
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2. Найдем предел последовательности [image: image339.wmf]1
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 . Здесь числитель и знаменатель также не имеют конечных пределов, и поэтому необходимо выполнить некоторые преобразования. Разделив числитель и знаменатель на [image: image341.wmf]n
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Поскольку в числителе стоит произведение бесконечно малой последовательности на ограниченную, то в силу свойства 4 окончательно получаем
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3. Найдем предел последовательности [image: image344.wmf]n
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 непосредственное применение теоремы о пределе разности (суммы) последовательностей невозможно. Умножим и разделим [image: image347.wmf]n
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В курсе математического анализа доказывается, что всякая монотонная ([image: image350.wmf]n
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 является монотонно возрастающей и ограниченной и, следовательно, сходящейся. Предел этой последовательности обозначают буквой [image: image353.wmf]e
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Можно также доказать, что для любой бесконечно малой последовательности [image: image356.wmf]0
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Число [image: image358.wmf]e

 часто встречается в математике и ее приложениях.

Приведем еще один практически важный пример использования предела последовательности. Рассмотрим последовательность, задаваемую рекуррентным соотношением
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Таким образом, последовательность (3.7) невозрастающая и ограниченная. Значит, она имеет предел, который обозначим буквой [image: image368.wmf]b

. Переходя в обеих частях равенства (3.7) к пределу при [image: image369.wmf]¥
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. Последовательность (3.7) сходится очень быстро, поэтому, рассчитывая по рекуррентной формуле (3.7) несколько первых членов последовательности, можно вычислить квадратный корень из любого числа с нужной степенью точности. При этом потребуется лишь выполнение арифметических операций сложения, умножения и деления! Описанный алгоритм используется для извлечения квадратного корня большинством калькуляторов и компьютерных программ. В табл. 3.2 приведены результаты вычисления квадратно корня из числа 25; для получения достаточно точного результата требуется не более 10 итераций.

Таблица 3.2. Результаты вычисления [image: image373.wmf]25

 по рекуррентной формуле (3.7)
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	1
	25

	2
	13,000000

	3
	7,461538

	4
	5,406027

	5
	5,015248

	6
	5,000023

	7
	5,000000

	8
	5,000000

	9
	5,000000

	10
	5,000000


Тема 4: Функции одной переменной и их свойства 
4.1. Определение и общие свойства функций

Математической моделью всякой зависимости, имеющей место между двумя величинами, является функция одной переменной. Поскольку в разделах 4-7 мы будем иметь дело лишь с функциями одной переменной, то будем для краткости называть их просто функциями. Дадим определение функции.

Пусть [image: image376.wmf]X

 и [image: image377.wmf]Y

 ‑ некоторые числовые множества. Под функцией [image: image378.wmf])
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 понимают правило, с помощью которого каждому числу [image: image379.wmf]X
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 ставится в соответствие некоторое число [image: image380.wmf]Y
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Î

. При этом [image: image381.wmf]x

 называют независимой переменной (или аргументом), [image: image382.wmf]y

 ‑ зависимой переменной, [image: image383.wmf]X

 ‑ областью определения (существования) функции, [image: image384.wmf]Y

 ‑ областью изменения (значений) функции.

Ясно, что всякая функция – частный случай отображения. Для обозначения функций кроме буквы [image: image385.wmf]f

 могут использоваться любые другие буквы.

Задать функцию – значит указать правило, по которому, согласно определению, каждому значению аргумента из области определения ставится в соответствие значение зависимой переменной из области изменения функции. Существует три основных способа задания функций: табличный, аналитический и графический.

1. Табличный способ позволяет явно указать значения функции для конечного набора значений аргумента (см. табл. 4.1.1).

Таблица 4.1.1. Табличный способ задания функции.
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2. Аналитический способ состоит в задании связи между аргументом и функцией в виде формул. В простейшем случае формулы содержат лишь арифметические операции, например [image: image396.wmf]2
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. Аналитический способ используется для задания элементарных функций (см. раздел 4.2).

3. Графический способ. Здесь соответствие между аргументом и функцией задается посредством графика. Дадим определение графика функции.

Пусть на плоскости введена прямоугольная декартова система координат. Тогда каждая точка плоскости имеет пару координат [image: image397.wmf])
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: абсциссу [image: image398.wmf]x

 и ординату [image: image399.wmf]y

. Графиком функции [image: image400.wmf])
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 называют множество точек плоскости с координатами [image: image401.wmf]))
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, где [image: image402.wmf]X
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. Пример графика приведен на рис. 4.1.1.
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В соответствии с данным выше определением, при задании функции должна быть указана ее область определения. Если область определения функции не указана явно, то подразумевается т.н. естественная область определения – множество значений аргумента, для которых задающая функцию формула имеет смысл. При нахождении естественной области определения функции требуется проверить выполнение хорошо известных ограничений: подкоренное выражение в корне четной степени не может быть отрицательным, знаменатель дроби не может обращаться в нуль, выражение под знаком логарифма должно быть положительным и т.д. Например, для функции [image: image404.wmf]2
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 область определения задается неравенством [image: image405.wmf]1

|

|

£

x

 (см. рис. 4.1.1). Для функции [image: image406.wmf]3
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 область определения задается условиями [image: image407.wmf]0
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; график этой функции изображен на рис. 4.1.2.
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Рис. 4.1.2. График функции [image: image409.wmf]3
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Перечислим некоторые общие свойства, которыми могут обладать функции. Область определения функции будем по-прежнему обозначать [image: image410.wmf]X

.

1. Четность. Функция [image: image411.wmf])
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. График четной функции симметричен относительно оси ординат, пример см. на рис. 4.1.3.
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Рис. 4.1.3. График некоторой четной функции
Функция [image: image416.wmf])
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. График нечетной функции симметричен относительно начала координат, пример см. на рис. 4.1.4.
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Рис. 4.1.4. График некоторой нечетной функции
Функции, не обладающие определенной четностью, называют функциями общего вида (или, иногда, аморфными); см. рис. 4.1.5.
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Рис. 4.1.5. График некоторой функции, не обладающей определенной четностью
2. Монотонность. Возрастающие, убывающие, невозрастающие и неубывающие функции называют монотонными. Пусть [image: image422.wmf])
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; тогда функцию называют возрастающей на множестве [image: image428.wmf]X
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, то функцию называют неубывающей на множестве [image: image434.wmf]X

.

Пример графика возрастающей функции приведен на рис. 4.1.6.

3. Ограниченность. Функция [image: image435.wmf])
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 называется корнем функции [image: image443.wmf])

(

x

f

, если [image: image444.wmf]0

)

(

0

=

x

f

. График функции в точках, совпадающих с ее корнями, пересекает ось абсцисс. Функция, график которой изображен на рис. 4.1.6., имеет корень [image: image445.wmf]2
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.
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Рис. 4.1.6. График возрастающей функции
5. Экстремумы. Точка [image: image447.wmf]X
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 называется точкой локального максимума (минимума) функции [image: image448.wmf])
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 в некоторой окрестности точки [image: image450.wmf]0
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, целиком входящей в область определения функции, выполнено неравенство [image: image451.wmf])
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 ([image: image452.wmf])
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). Функция на рис. 4.1.7. имеет два локальных максимума и два локальных минимума. Локальный максимум и локальный минимум объединены общим названием локальный экстремум; для краткости локальные экстремумы часто называют просто экстремумами.
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Рис. 4.1.7. График функции, имеющей экстремумы
Если функция определена на отрезке, то своего наибольшего и наименьшего значения она может достигать либо в экстремумах внутри отрезка, либо на концах отрезка. Так, например, функция, график которой изображен на рис. 4.1.7, определена на отрезке [-2.0 , -0.8] и имеет наибольшее значение в максимуме вблизи точки -1,8, а наименьшее – на левом конце отрезка в точке -2.

6. Периодические функции. Пусть функция [image: image454.wmf])
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 определена на множестве всех вещественных чисел. Если существует такое число [image: image455.wmf]T
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 называется периодической с периодом [image: image459.wmf]T

. График периодической функции представлен на рис. 4.1.8.
7. Арифметические операции над функциями. Если две функции [image: image460.wmf])
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. Совершенно аналогично определяют разность, произведение и частное функций.
[image: image466.png]



Рис. 4.1.8. График периодической функции
8. Обратная функция. Если функция [image: image467.wmf])
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Рис. 4.1.9. Графики взаимнообратных функций
Заметим, что всякая строго возрастающая или убывающая функция имеет обратную.

9. Сложная функция (композиция функций). Пусть функция [image: image481.wmf])
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4.2. Элементарные функции

Перечислим т.н. простейшие элементарные функции. 

1. Константа [image: image488.wmf]¥
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. График функции [image: image489.wmf]1
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 изображен на рис. 4.2.1.
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Рис. 4.2.1. График функции [image: image491.wmf]1
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3. Квадратичная функция [image: image496.wmf]¥
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. График этой функции – парабола (см. рис. 4.2.3).

[image: image497.wmf]y

x

x

2

x

1

x

0

c

y

0


Рис. 4.2.3. График функции [image: image498.wmf]c
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Корни этой функции находятся в точках [image: image499.wmf]a
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Квадратичная функция обладает симметрией: [image: image501.wmf])
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4. Экспоненциальная функция (экспонента) и логарифмическая функция (натуральный логарифм). В разделе 3 рассматривалась числовая последовательность, предел которой равен числу [image: image502.wmf]e

. Функция, называемая экспонентой, определена для всех [image: image503.wmf]¥
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Для целых значений аргумента [image: image505.wmf]m
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т.е. значение экспоненты вычисляется путем возведения числа [image: image507.wmf]e

 в [image: image508.wmf]m

-ую степень. Используя арифметические свойства пределов можно доказать, что для любых значений аргументов [image: image509.wmf]b
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График экспоненты изображен на рис. 4.2.4.

Функцию обратную к экспоненциальной называют логарифмической функцией (или натуральным логарифмом) и обозначают [image: image511.wmf]x
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. Поскольку область изменения экспоненты [image: image512.wmf]+¥
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, то логарифмическая функция существует только для положительных значений аргумента. Как для всякой пары взаимнообратных функций, графики экспоненты и логарифма симметричны относительно биссектрисы угла между осями абсцисс и ординат (см. рис. 4.2.4). Для логарифмов выполняются соотношения
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Рис. 4.2.4. Графики функций [image: image515.wmf]x
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5. Обобщая определение экспоненты, вводят показательную функцию [image: image517.wmf]x
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Графики показательной функции с основанием [image: image521.wmf]1
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 и [image: image522.wmf]1
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 приведены на рис. 4.2.5 и 4.2.6, соответственно.
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Рис. 4.2.5. Графики функций [image: image524.wmf]x
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Рис. 4.2.6. Графики функций [image: image528.wmf]x
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Логарифмическая функция [image: image531.wmf]x
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 существует только для положительных значений аргумента [image: image533.wmf]¥
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 и определяется, как обратная функция по отношению к показательной; см. графики на рис. 4.2.5 и 4.2.6. Впрочем, значения функции [image: image534.wmf]x
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6. Степенная функция [image: image536.wmf]a
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 определяется для [image: image537.wmf]0
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 и любого показателя степени [image: image538.wmf]a

. Значения степенной функции вычисляются по формуле
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Легко видеть, что [image: image540.wmf]a
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-кратному умножению числа [image: image544.wmf]x

 самого на себя и при этом область определения степенной функции можно распространить на всю вещественную ось. Для рациональных показателей степени [image: image545.wmf]m
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. Графики некоторых степенных функций приведены на рис. 4.2.7.
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Рис. 4.2.7. Графики некоторых степенных функций 
7. К простейшим элементарным функциям относят обширное семейство тригонометрических функций и функций, обратных по отношению к ним. Для знакомства с тригонометрическими функциями можно использовать книгу [3].

Дадим определение элементарной функции.

Функции, которые получаются из простейших элементарных функций путем

· использования арифметических операций,

· построения обратной функции,

· построения сложной функции,

называются элементарными функциями.
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Для построения графиков элементарных функций полезны следующие очевидные правила преобразования графиков. Пусть задан график функции [image: image548.wmf])
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Рассмотрим пример использования этих правил. На рис. 4.2.8 изображены графики функций [image: image580.wmf]x
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Рис. 4.2.8. Графики функций [image: image584.wmf]x
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Рассмотрим два примера использования функций в финансовой сфере.

1. В банк помещена денежная сумма [image: image586.wmf]0
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, которая увеличивается банком из расчета [image: image587.wmf]p

 процентов в год. Однако начисление процентов происходит [image: image588.wmf]n
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 ‑ при непрерывном начислении процентов ожидается экспоненциальный рост депозита.

2. Темп инфляции составляет 0,1% в день. Какой будет фактическая величина денежной суммы [image: image597.wmf]0

Q

 через год?

Решение: [image: image598.wmf]0

365

.

0

0

65

.

3

100

0

365

0

69

.

0

]

)

100

1

.

0

1

[(

)

100

1

.

0

1

(

Q

e

Q

Q

Q

Q

=

»

-

=

-

=

-

. 

Таким образом, за год инфляция приведет к фактическому уменьшению стоимости денег на 31%.

Тема 5: Пределы и непрерывность функции одной переменной 
5.1. Предел функции
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 непосредственным вычислением убеждаемся в том, что последовательность [image: image614.wmf]n
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Пример 3. Рассмотрим функцию [image: image615.wmf]x
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Таблица 5.1.1. Численные значения нескольких элементов последовательностей [image: image619.wmf]n
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	1
	-1,000
	0,84147
	-0,84147

	2
	0,500
	0,95885
	0,90930

	3
	-0,333
	0,98158
	-0,14112

	4
	0,250
	0,98962
	-0,75680

	5
	-0,200
	0,99335
	0,95892

	10
	0,100
	0,99833
	-0,54402

	20
	0,050
	0,99958
	0,91295

	25
	-0,040
	0,99973
	0,13235

	30
	0,033
	0,99981
	-0,98803

	40
	0,025
	0,99990
	0,74511

	50
	0,020
	0,99993
	-0,26237

	100
	0,010
	0,99998
	-0,50637


Рассмотренные примеры позволяют уяснить определение предела (точнее, конечного предела) функции в точке. Сформулируем это определение.
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Исходя из определения предела, докажем, что функция [image: image641.wmf]x
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Рассмотрим понятие одностороннего предела функции в точке. Дадим определение правого предела.
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Если функция [image: image661.wmf])

(

x

f

 имеет в точке [image: image662.wmf]a

x

=

 правый предел, равный числу [image: image663.wmf]A

, то это записывается следующим образом [image: image664.wmf]A

x

f

a

x

=

+

®

)

(

lim

0

.

Сформулируйте самостоятельно определение левого предела функции [image: image665.wmf])
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Из существования в некоторой точке предела функции с необходимостью вытекает существование в этой точке обоих односторонних пределов (обоснуйте это утверждение!). Можно доказать, что для существования в некоторой точке предела функции достаточно существования в этой точке обоих односторонних пределов, совпадающих по величине.
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В теории пределов рассматриваются также односторонние бесконечные пределы [image: image678.wmf]±¥
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; сформулируйте самостоятельно определения этих пределов.

Пределы функций обладают теми же самыми арифметическими свойствами, что и пределы последовательностей (см. раздел 3). Эти свойства оказываются полезными при вычислении некоторых пределов, например
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При вычислении пределов функций часто используются своего рода «эталонные» пределы, которые называют замечательными. Таких пределов два.

Первый замечательный предел. Можно доказать, что
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И вообще, если функция [image: image683.wmf])
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Используем (5.1.2) и арифметические свойства пределов для вычисления следующего предела, представляющего собой неопределенность типа [image: image687.wmf]0
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Второй замечательный предел. Можно доказать, что
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Сравните предел (5.1.3) с пределом последовательности (3.5). Можно также доказать, что если функция [image: image690.wmf])
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Если функция [image: image694.wmf])
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Далее любой из пределов (5.1.1), (5.1.2) будем называть первым замечательным пределом, а любой из пределов (5.1.3)-(5.1.5) – вторым замечательным пределом. Рассмотрим пример использования (5.1.5) для вычисления предела, представляющего собой неопределенность типа [image: image698.wmf]0
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Возможность изменения порядка вычисления предела и логарифма в (5.1.6) может быть строго обоснована с использованием арифметических свойств пределов.

5.2. Непрерывные функции

Дадим определение непрерывности функции в точке.
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Непрерывность функции [image: image709.wmf])
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Нужно помнить, что все элементарные функции непрерывны во всех точках, в которых они определены. Таким образом, предел элементарной функции в любой точке, где она существует, равен ее значению в этой точке. Например,
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Рассмотрим понятие односторонней непрерывности. Дадим определение.

Функция [image: image719.wmf])
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Аналогично дается определение непрерывности слева (сформулируйте самостоятельно).

Если функция непрерывна в точке, то в этой точке она, очевидно, непрерывна как справа, так и слева. Функция, непрерывная в некоторой точке и справа и слева, – непрерывна в этой точке.
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 называется точкой разрыва функции [image: image728.wmf])

(

x

f
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1. Устранимый разрыв. Точка [image: image729.wmf]a
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 эта функция не определена, т.е. здесь имеет место разрыв. Этот разрыв можно устранить, если доопределить функцию в этой точке значением предела в ней, т.е. ввести новую функцию
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Функция [image: image738.wmf])
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 является непрерывной на всей числовой прямой (см. рис. 5.2.1).
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Рис. 5.2.1. График функции [image: image740.wmf])
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2. Разрыв первого рода. Точка [image: image741.wmf]a
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 называется точкой разрыва первого рода функции [image: image742.wmf])
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Например, точка [image: image744.wmf]0
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 является точкой разрыва первого рода функции, заданной формулой (5.2.1):
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График функции (5.2.1) представлен на рис. 5.2.2. В точке разрыва первого рода функция испытывает конечный скачок.
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Рис. 5.2.2. График функции (5.2.1).

3. Разрыв второго рода. Точка [image: image747.wmf]a
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 называется точкой разрыва второго рода функции [image: image748.wmf])
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, если в этой точке функция не имеет по крайней мере одного из односторонних пределов или хотя бы один из односторонних пределов бесконечен.

Рассмотрим, например, функцию [image: image749.wmf]x

e

x

f

1

)

(

=

 (рис. 5.2.3). Точка [image: image750.wmf]0

=

x

 является точкой разрыва 2-го рода для этой функции, так как предел слева равен нулю, а предел справа бесконечен: 
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Рис. 5.2.3. График функции [image: image753.wmf]x

e

x

f

1

)

(
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В точке разрыва второго рода функция испытывает бесконечный скачок.

Функции, которые чаще всего встречаются в прикладных задачах, являются непрерывными. Поэтому важно иметь представление об основных свойствах непрерывных функций. В частности, приведем без доказательства теорему об устойчивости знака непрерывной функции.

Теорема. Пусть функция [image: image754.wmf])

(

x

f

 непрерывна в точке [image: image755.wmf]a

x

=

 и [image: image756.wmf]0

)

(

¹

a

f

. Тогда существует такая [image: image757.wmf]d

-окрестность точки [image: image758.wmf]a

, что для всех [image: image759.wmf])

,

(

d

d

+

-

Î

a

a

x

 функция [image: image760.wmf])

(

x

f

 имеет тот же знак, что и [image: image761.wmf])

(

a

f

.

Типичный график непрерывной функции изображен на рис. 5.2.4, который иллюстрирует теорему об устойчивости знака непрерывной функции для случая [image: image762.wmf]0

)

(
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a

f

.
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Рис. 5.2.4. К теореме об устойчивости знака непрерывной функции

Дадим определение функции, непрерывной на отрезке.

Функция [image: image764.wmf])

(

x

f

 непрерывна на отрезке [image: image765.wmf]]

,

[

b

a

, если она непрерывна во всех точках интервала [image: image766.wmf])

,

(

b

a

, непрерывна в точке [image: image767.wmf]a

 справа и непрерывна в точке [image: image768.wmf]b

 слева.

Приведем три основных свойства функций, непрерывных на отрезке (эти свойства обычно формулируются в виде теорем, доказательство которых мы опускаем).

1. Если функция [image: image769.wmf])

(

x

f

 непрерывна на отрезке [image: image770.wmf]]

,

[

b

a

, то она ограничена на этом отрезке (это утверждение известно как первая теорема Вейерштрасса).

2. Если функция [image: image771.wmf])

(

x

f

 непрерывна на отрезке [image: image772.wmf]]

,

[

b

a

, то на этом отрезке она достигает своего наибольшего и наименьшего значения либо в точках локальных экстремумов, либо на концах отрезка (вторая теорема Вейерштрасса).

3. Пусть функция [image: image773.wmf])

(

x

f

 непрерывна на отрезке [image: image774.wmf]]

,

[

b

a

 и на его концах принимает значения разных знаков. Тогда внутри отрезка [image: image775.wmf]]

,

[

b

a

 существует точка [image: image776.wmf]c

, в которой [image: image777.wmf]0

)

(

=

c

f

 (теорема Коши).
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Рис. 5.2.5. График функции [image: image779.wmf]1

2

)
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x
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f

, непрерывной на отрезке [-2, 2].

Перечисленные свойства непрерывных функций качественно понятны, т.к. график непрерывной функции – линия, которую можно провести, не отрывая карандаша от бумаги (рис. 5.2.5).

Теорема Коши обосновывает алгоритм поиска корня непрерывной функции, т.е. решения уравнения [image: image780.wmf]0

)

(

=

x

f

, методом «деления отрезка пополам». Пусть для функции [image: image781.wmf])

(

x

f

 выполнены условия теоремы Коши и, следовательно, корень находится внутри отрезка [image: image782.wmf]]

,

[

b

a

. Выберем точку [image: image783.wmf]c

 в середине отрезка [image: image784.wmf]]

,

[
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a

, [image: image785.wmf]2
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)

(

b

a

c

+

=

 и построим отрезок [image: image786.wmf]]

,

[
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 так, что [image: image787.wmf]c
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,

, если [image: image788.wmf])
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 и [image: image789.wmf])
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 разного знака, и [image: image790.wmf]b

b

c
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1

1

,

, если [image: image791.wmf])
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f

 и [image: image792.wmf])
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f

 одного знака. Теперь искомый корень локализован внутри отрезка [image: image793.wmf]]

,

[

1

1

b

a

, длина которого в два раза меньше длины отрезка [image: image794.wmf]]

,

[

b

a

. После деления пополам отрезка [image: image795.wmf]]

,

[

1

1

b

a

 корень будет локализован с еще большей точностью. Продолжая процедуру построения системы вложенных друг в друга отрезков можно локализовать корень с любой степенью точности. В табл. 5.2.1 приведены результаты нахождения методом деления отрезка пополам корня функции [image: image796.wmf]1
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)
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f

, график которой представлен на рис. 5.2.5.

Таблица 5.2.1. Поиск корня функции [image: image797.wmf]1

2

)
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x

f

 методом деления отрезка пополам

	Номер отрезка
	Середина отрезка
	Длина отрезка

	0
	0,000000
	4,000000

	1
	-1,000000
	2,000000

	2
	-0,500000
	1,000000

	3
	-0,250000
	0,500000

	4
	-0,375000
	0,250000

	5
	-0,437500
	0,125000

	6
	-0,406250
	0,062500

	7
	-0,421875
	0,031250

	8
	-0,414063
	0,015625

	9
	-0,417969
	0,007813

	10
	-0,416016
	0,003906

	11
	-0,415039
	0,001953

	12
	-0,414551
	0,000977

	13
	-0,414307
	0,000488

	14
	-0,414185
	0,000244

	15
	-0,414246
	0,000122

	16
	-0,414215
	0,000061

	17
	-0,414200
	0,000031

	18
	-0,414207
	0,000015

	19
	-0,414211
	0,000008

	20
	-0,414213
	0,000004

	21
	-0,414214
	0,000002


Из табл. 5.2.1 видно, что достаточно 20 итераций алгоритма, чтобы локализовать корень уравнения с точностью одна миллионная.

Тема 6: Основы дифференциального и интегрального исчисления 
6.1. Производная, ее смысл, способы вычисления

Производная функции [image: image798.wmf])

(
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f

y

=

 в точке [image: image799.wmf]x

 это число, которое обозначается [image: image800.wmf])
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¢

 или [image: image801.wmf])
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 и характеризует быстроту изменения функции в этой точке. Пусть функция [image: image802.wmf])

(
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y

=

 определена на интервале [image: image803.wmf])

,

(
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a

. Придадим значению аргумента в точке [image: image804.wmf])

,
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 произвольное приращение [image: image805.wmf]x
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 так, чтобы [image: image806.wmf])

,
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; тогда соответствующее приращение функции будет равно [image: image807.wmf])
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. Дадим определение производной.

Производной функции [image: image808.wmf])
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y

=

 в точке [image: image809.wmf]x

 называется предел отношения приращения функции в этой точке к приращению аргумента при [image: image810.wmf]0

®

D

x

 (если этот предел существует), т.е.

[image: image811.wmf]x

f

x

f

x

D

D

=

¢

®

D

0

lim

)

(

  .                                                        (6.1.1)

Если функция [image: image812.wmf])

(

x

f
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 имеет производную во всех точках [image: image813.wmf])

,

(

b

a

x

Î

, то производная [image: image814.wmf])

(

x

f

¢

может интерпретироваться как функция аргумента [image: image815.wmf]x

, определенная на интервале [image: image816.wmf])

,

(

b

a

.

Операцию нахождения производной функции называют ее дифференцированием; функция, имеющая производную в точке, называется дифференцируемой в этой точке. Функция, дифференцируемая в точке обязательно непрерывна в этой точке (попробуйте доказать!); обратное вообще говоря неверно.

Механический смысл производной. Если под независимой переменной [image: image817.wmf]x

 понимать время, а под функцией [image: image818.wmf])

(

x

f

 ‑ путь, пройденный телом к моменту времени [image: image819.wmf]x

, то отношение [image: image820.wmf]x
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 есть средняя скорость тела на временном промежутке [image: image821.wmf])

,
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. Производная [image: image822.wmf]x
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 ‑ это мгновенная скорость тела в момент [image: image823.wmf]x

.

Экономический смысл производной. Если под независимой переменной [image: image824.wmf]x

 понимать время, а под функцией [image: image825.wmf])

(

x

f

 ‑ количество продукции, произведенной предприятием к моменту времени [image: image826.wmf]x

, то производная [image: image827.wmf]x
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 ‑ это производительность труда данного предприятия.

Геометрический смысл производной. Рассмотрим график некоторой функции [image: image828.wmf])

(

x

f

 (рис. 6.1.1). Точка [image: image829.wmf]A

 на этом графике имеет абсциссу [image: image830.wmf]0

x

 и ординату [image: image831.wmf])
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f

. Приращенному значению аргумента [image: image832.wmf]x

x
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0

 на графике функции соответствует точка [image: image833.wmf]B

 с ординатой [image: image834.wmf])
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+

. Проведем через точки [image: image835.wmf]A

 и [image: image836.wmf]B

 прямую, которая называется секущей графика [image: image837.wmf])

(
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f

, и найдем уравнение секущей. Уравнение всякой прямой – линейная функция, поэтому [image: image838.wmf]b
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y
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=

, и остается только найти коэффициенты [image: image839.wmf]k

 и [image: image840.wmf]b

. Из условия равенства значений функций [image: image841.wmf])
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 и [image: image842.wmf]сек

y

 в точках [image: image843.wmf]0

x

 и [image: image844.wmf]x
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 получаем два уравнения
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Из системы уравнений (6.1.2) определяем [image: image846.wmf]k

 и [image: image847.wmf]b

 и получаем уравнение секущей:
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Рис. 6.1.1. Геометрический смысл производной

где [image: image850.wmf])
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. Угловой коэффициент секущей [image: image851.wmf]a
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 равен тангенсу угла наклона секущей по отношению к оси абсцисс.

Напомним определение касательной к графику функции.

Касательной к графику функции [image: image852.wmf])

(

x

f

 в точке [image: image853.wmf]A

 называется предельное положение секущей [image: image854.wmf]AB

, когда точка [image: image855.wmf]B

 стремится к точке [image: image856.wmf]A

 по кривой [image: image857.wmf])

(

x

f

.

Важно подчеркнуть, что определение касательной подразумевает, что предельное положение секущей существует и не зависит от того, с какой стороны точка [image: image858.wmf]B

 стремится к точке [image: image859.wmf]A

.

Устремим теперь [image: image860.wmf]0
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x

, при этом точка [image: image861.wmf]B

 стремится к точке [image: image862.wmf]A

 по кривой [image: image863.wmf])

(
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f

 и секущая [image: image864.wmf]AB

 превращается в касательную к графику функции в точке [image: image865.wmf]A

. Очевидно, что угловой коэффициент касательной равен
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а уравнение касательной имеет вид

[image: image867.wmf])

(

)

)(

(

0

0

0

x

f

x

x

x

f

y

кас

+

-

¢

=

  .                                                 (6.1.5)

Таким образом, производная [image: image868.wmf])
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 равна угловому коэффициенту (тангенсу угла наклона к положительному направлению оси абсцисс) касательной к графику функции [image: image869.wmf])

(
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 в точке [image: image870.wmf]A

 с координатами [image: image871.wmf]))
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.

Отметим, что функция имеет в некоторой точке производную тогда и только тогда, когда в этой точке существует касательная к ее графику. На рис. 6.1.2 приведен график функции [image: image872.wmf]|)
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, у которого, очевидно, отсутствует касательная в точке [image: image873.wmf]0
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; следовательно, в точке [image: image874.wmf]0
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 отсутствует и производная.

Перечислим без доказательства основные свойства операции дифференцирования (они могут быть легко обоснованы с использованием свойств пределов функций).

1. Линейность. Для любых двух дифференцируемых функций [image: image875.wmf])
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, и для любых двух чисел [image: image877.wmf]a
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Рис. 6.1.2 График функции [image: image881.wmf]|)
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2. Дифференцирование произведения. Для любых двух дифференцируемых функций [image: image882.wmf])
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 и [image: image883.wmf])

(

x

g


[image: image884.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

)

(

)

(

(

x

g

x

f

x

g

x

f

x

g

x

f

¢

×

+

¢

=

¢

×

  .                                               (6.1.7)

3. Дифференцирование частного. Для любых двух дифференцируемых функций [image: image885.wmf])
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4. Дифференцирование сложной функции. Пусть [image: image888.wmf])
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При этом предполагается существование всех выписанных производных.

5. Дифференцирование обратной функции. Пусть функция [image: image890.wmf])
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 является обратной для функции [image: image891.wmf])
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С учетом перечисленных выше свойств операции дифференцирования понятно, что для дифференцирования элементарных функций достаточно знать производные простейших элементарных функций. Получим, например, правило дифференцирования функции [image: image893.wmf])

sin(

)

(

x

x

f

=

.

[image: image894.wmf]x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

cos

)

2

cos(

lim

2

2

sin

lim

)

2

cos(

2

sin

2

lim

sin

)

sin(

lim

)

(sin

0

0

0

0

=

D

+

D

D

=

D

D

+

D

=

D

-

D

+

=

¢

®

D

®

D

®

D

®

D

.

Здесь учтено значение первого замечательного предела и непрерывность функции [image: image895.wmf]x

cos

.

Перечислим производные простейших элементарных функций.
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Производные обратных тригонометрических функций мы здесь не приводим; их можно найти в учебниках и справочниках.

Остановимся коротко на понятии производных высших порядков.

Если на интервале [image: image907.wmf])
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Производные начиная со второй называются производными высших порядков.

Найдем, для примера, вторую производную функции [image: image920.wmf]2
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Найдем производную [image: image922.wmf]n
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6.2. Дифференциал функции одной переменной и приближенные вычисления

Вспомним определение производной функции [image: image929.wmf])
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Здесь [image: image932.wmf]x
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Формула (6.2.2) называется формулой конечных приращений, или формулой Лагранжа.

Получим иное, точное выражение для приращения функции. На рис. 6.2.1 дуга АВ – график функции [image: image936.wmf])
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Рис. 6.2.1. Геометрическая интерпретация дифференциала (CD) и приращения (BD) функции одной переменной

приращения аргумента [image: image940.wmf])
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Следовательно, если у функции существует производная, то ее приращение представимо в виде
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Основной, линейный по [image: image947.wmf]x
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,  вклад в приращение функции называют дифференциалом и обозначают
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При малых [image: image949.wmf]x
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 делается пренебрежимо малым и выполняется приближенное равенство
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эквивалентное формуле конечных приращений (6.2.2).
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Таким образом, [image: image955.wmf]dx
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Правую часть равенства (6.2.7) часто используют как обозначение производной (при этом вместо слова «производная» часто говорят «дэ [image: image957.wmf]f

 по дэ [image: image958.wmf]x

»).
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)

(

x

x

f

=

 в точке [image: image963.wmf]1

=

x

, выбирая небольшие [image: image964.wmf]x

D

. Результаты приведены в табл. 6.2.1. Очевидно, что чем меньше приращение независимой переменной,
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тем ближе значения приращения и дифференциала функции.

Приближенное равенство (6.2.5) можно переписать следующим образом:
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Это соотношение очень удобно использовать для приближенных вычислений. Например, найдем приближенное значение [image: image971.wmf]101
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Точное значение [image: image973.wmf]0499
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Рассмотрим важное понятие эластичности функции. Если аргумент функции [image: image974.wmf])
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Подчеркнем, что формула (6.2.9) связывает величины изменения функции и аргумента в абсолютных единицах. Если, например, [image: image979.wmf])
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 описывает зависимость объема производства продукции от капитальных затрат, то [image: image980.wmf]f

 измеряется в тоннах (или килограммах, или центнерах и т.д.), а [image: image981.wmf]x

 измеряется в рублях (или тысячах рублей, или долларах и т.д.). Однако, часто удобнее анализировать зависимость величины относительного изменения функции от величины относительного изменения аргумента. Получим соотношение, которое дает связь относительного изменения функции [image: image982.wmf]%
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Введем величину, которую называют эластичностью функции [image: image985.wmf]f

 (по аргументу [image: image986.wmf]x
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Теперь приближенное равенство (6.2.10) можно переписать в виде:
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Следовательно, эластичность численно равна величине относительного изменения зависимой переменной (в процентах) при увеличении независимой переменной на 1%. Иначе говоря, эластичность определяет во сколько раз больше (меньше) относительное изменение функции, чем относительное изменение аргумента. Эластичность является, очевидно, безразмерной величиной.

Поскольку равенство (6.2.12) является приближенным, то им можно пользовать лишь при небольшом (скажем, до 10-15%) изменении величин.

Рассмотрим пример, Пусть зависимости спроса [image: image989.wmf]Q

 и предложения [image: image990.wmf]S

 на некоторый товар от цены [image: image991.wmf]p

 имеют вид: [image: image992.wmf]p
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1. На сколько процентов изменятся спрос и предложение, если цена увеличится на 5% относительно равновесной?

Рассчитаем эластичности спроса и предложения:
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Равновесную цену находим из уравнения [image: image994.wmf])
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 в (6.2.13), получаем, что при равновесной цене эластичность спроса равна (-2), а эластичность предложения равна 1. Следовательно, если цена увеличится на 5% относительно равновесной, то спрос упадет (эластичность спроса отрицательна!) на 10%, а предложение вырастет на 5%.

2. При какой цене спрос будет падать в два раза медленнее роста предложения?
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Формула Тейлора.

Приближенное равенство (6.2.8) можно сделать более точным, вводя в правую часть дополнительные поправочные слагаемые. Вид этих поправок определяется формулой Тейлора, которая обосновывается теоремой Тейлора.

Приведем формулировку теоремы Тейлора, опуская ее доказательство. Пусть функция [image: image998.wmf])
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, что будет справедлива формула Тейлора:

[image: image1007.wmf]1

)

1

(

)

(

2

)

(

)!

1

(

1

)

(

!

1

)

(

!

2

1

)

(

!

1

1

)

(

)

(

+

+

D

+

+

D

+

+

D

¢

¢

+

D

¢

+

=

D

+

n

n

n

n

x

c

f

n

x

x

f

n

x

x

f

x

x

f

x

f

x

x

f

K

                                                  (6.2.14)

В формуле (6.2.14) использовано обозначение [image: image1008.wmf]!
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 числа, называемого «[image: image1009.wmf]n

-факториал», и определяемого как произведение первых [image: image1010.wmf]n

 натуральных чисел:
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При малых [image: image1012.wmf]x

D

 каждое очередное слагаемое в правой части (6.2.14) меньше предыдущего, поэтому, например, с точностью до квадратичных по [image: image1013.wmf]x

D

 слагаемых вместо (6.2.8) имеем
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Для примера используем формулу Тейлора для вычисления значений [image: image1015.wmf])
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 (потребуются только арифметические операции!). Поскольку [image: image1016.wmf]n
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Формула Маклорена. Пусть для [image: image1020.wmf])

(

x

f

 выполняются условия справедливости формулы Тейлора вблизи точки [image: image1021.wmf]0

=

x

. Тогда для любого [image: image1022.wmf]x
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 формула Тейлора превращается в формулу Маклорена:
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где точка [image: image1024.wmf]c

 лежит между точками 0 и [image: image1025.wmf]x

. Например, для функции [image: image1026.wmf]x

e

x

f

=

)

(

 из формулы Маклорена получается разложение

[image: image1027.wmf]K

K

+

+

+

+

+

=

n

x

x

n

x

x

e

!

1

!

2

1

1

2

  .                                       (6.2.18)

Формулу (6.2.18) можно использовать для вычисления числа [image: image1028.wmf]e

; оставляя в правой части восемь слагаемых, получаем [image: image1029.wmf]7182818

.
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e

 (ошибка меньше 0,01%).

6.3. Использование производных для исследования функций и построения их графиков

Условие постоянства функции. Пусть функция [image: image1030.wmf])

(

x

f

 непрерывна на отрезке [image: image1031.wmf]]

,

[

b

a

 и имеет конечную производную [image: image1032.wmf])

(

x

f

¢

 во всех точках интервала [image: image1033.wmf])

,

(

b

a

. Для того, чтобы [image: image1034.wmf])

(

x

f

 была постоянной на отрезке [image: image1035.wmf]]

,

[

b

a

 необходимо и достаточно, чтобы [image: image1036.wmf]0
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x

f

 во всех точках интервала [image: image1037.wmf])

,

(

b

a

.

Необходимость сформулированного условия очевидна: если [image: image1038.wmf]const

x

f
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(

, то [image: image1039.wmf]0

)

(

=

¢

x

f

. Достаточность можно обосновать, используя геометрическую интерпретацию производной (сделайте это!).

Признак монотонности функции.

Теорема. Если функция [image: image1040.wmf])

(
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f

 дифференцируема и [image: image1041.wmf]0
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 ([image: image1042.wmf]0
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) на интервале [image: image1043.wmf])

,

(

b

a

, то она не убывает (не возрастает) на этом интервале.

При [image: image1044.wmf]0
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 ([image: image1045.wmf]0

)

(

<

¢

x

f

) имеем признак строгой монотонности, т.е. функция возрастает (убывает).

Геометрическая интерпретация связи знака производной функции и типа ее монотонности очевидна. Если углы наклона касательных на каком-то интервале являются острыми, то функция на этом интервале возрастает; при этом [image: image1046.wmf]0
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 (см. рис. 6.3.1). 
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Рис. 6.3.1. График функции на интервале возрастания

Если углы наклона касательных на каком-то интервале являются тупыми, то функция на этом интервале убывает; при этом [image: image1048.wmf]0
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 (см. рис. 6.3.2). 
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Рис. 6.3.2. График функции на интервале убывания

Точки локального экстремума. Определение экстремума функции дано в разделе 4.1. Сформулируем теорему, которая дает необходимое условие существования локального экстремума функции.

Теорема Ферма. Если функция [image: image1050.wmf])

(

x

f

 имеет в точке [image: image1051.wmf]0

x

 локальный экстремум и в этой точке у нее существует производная, то [image: image1052.wmf]0

)
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x

f

.

Геометрическая интерпретация теоремы Ферма дана на рис. 6.3.3. В точках максимума [image: image1053.wmf]1

x

 и минимума [image: image1054.wmf]2

x

 касательные к графику функции параллельны оси абсцисс и, следовательно, производная равна нулю. 
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Рис. 6.3.3. Геометрическая интерпретация теоремы Ферма

Экстремум может существовать и в точке, в которой функция не имеет производной. Например, функция [image: image1056.wmf]|

|

)
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x

x

f

=

 имеет в точке [image: image1057.wmf]0

=

x

 минимум (см. рис. 6.3.4), но не имеет в этой точке касательной и, следовательно, не имеет производной.

Точки, в которых функция имеет производную равную нулю, называют стационарными точками. Точки, в которых производная отсутствует, называются критическими. Необходимое условие экстремума можно сформулировать следующим образом: функция может иметь экстремум лишь в стационарных или критических точках.

Стационарная или критическая точка может не быть точкой экстремума. Например, точка [image: image1058.wmf]0

=

x

 является стационарной для функции [image: image1059.wmf]3

)

(

x

x

f

=

 и критической для функции [image: image1060.wmf]x

x

g

1

)

(

=

, однако эти функции очевидно не имеют экстремума в точке [image: image1061.wmf]0

=

x

. Поэтому стационарные и критические точки называют точками возможного экстремума.
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Рис. 6.3.4. График функции [image: image1063.wmf]|

|
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(
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x

f
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Для того, чтобы убедиться в наличии экстремума в стационарной или критической точке, нужно проверить выполнение в этой точке достаточного условия существования экстремума.

Первое достаточное условие существования экстремума. Пусть функция [image: image1064.wmf])

(

x

f

 дифференцируема в некоторой окрестности точки [image: image1065.wmf]0

x

 (возможно за исключением самой точки [image: image1066.wmf]0

x

, в которой производная может отсутствовать). Если при переходе через точку [image: image1067.wmf]0

x

 слева направо 

производная [image: image1068.wmf])

(

x

f

¢

 меняет знак с плюса (угол наклона касательной острый) на минус (угол наклона касательной тупой; см. рис. 6.3.5), то в точке [image: image1069.wmf]0

x

 функция [image: image1070.wmf])

(

x

f

 имеет локальный максимум;

производная [image: image1071.wmf])

(

x

f

¢

 меняет знак с минуса на плюс (см. рис. 6.3.6), то в точке [image: image1072.wmf]0

x

 функция [image: image1073.wmf])

(

x

f

 имеет локальный минимум;

производная [image: image1074.wmf])

(

x

f

¢

 не меняет знака, то в точке [image: image1075.wmf]0

x

 функция [image: image1076.wmf])

(

x

f

 не имеет локального экстремума.
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Рис. 6.3.5. График функции [image: image1078.wmf])

(

x

f

 в окрестности локального максимума

[image: image1079.png]



Рис. 6.3.6. График функции [image: image1080.wmf])
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x

f

 в окрестности локального минимума

Второе достаточное условие существования экстремума. Пусть функция [image: image1081.wmf])

(
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f

 дифференцируема в некоторой окрестности точки [image: image1082.wmf]0

x

 (включая саму точку [image: image1083.wmf]0

x

) и [image: image1084.wmf]0

)
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x

f

. Пусть кроме того в точке [image: image1085.wmf]0
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 у функции [image: image1086.wmf])
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f

 существует вторая производная [image: image1087.wmf])
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. Тогда, если [image: image1088.wmf]0

)

(

0

<

¢

¢

x

f

, то функция [image: image1089.wmf])
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 имеет в точке [image: image1090.wmf]0
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 локальный максимум. Если [image: image1091.wmf]0

)

(

0

>

¢

¢

x

f

, то функция [image: image1092.wmf])
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f

 имеет в точке [image: image1093.wmf]0

x

 локальный минимум. Если же [image: image1094.wmf]0
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, то возможно как наличие, так и отсутствие экстремума в точке [image: image1095.wmf]0

x

 (т.е. требуется дополнительное исследование).

Обоснуем второе достаточное условие для случая максимума. Поскольку [image: image1096.wmf]0
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, то функция [image: image1097.wmf])
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 убывает вблизи [image: image1098.wmf]0
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 и, будучи в этой точке равной нулю [image: image1099.wmf]0
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, вынуждена менять знак с плюса на минус при переходе через точку [image: image1100.wmf]0

x

. В соответствии с первым достаточным условием [image: image1101.wmf]0

x

 ‑ точка максимума. Аналогично можно рассмотреть случай минимума.

Пример. Найдем экстремумы функции [image: image1102.wmf]x
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. Рассчитав производную [image: image1103.wmf]x
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 и приравняв ее к нулю [image: image1104.wmf]0
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, находим единственную стационарную точку [image: image1105.wmf]4
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. Очевидно, что в точке [image: image1106.wmf]4
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x

 производная меняет знак с минуса на плюс, поэтому в точке [image: image1107.wmf]4
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 имеется минимум функции [image: image1108.wmf])
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f

 со значением [image: image1109.wmf]61
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. На рис. 6.3.7 изображены графики функции [image: image1110.wmf]x
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 (сплошная линия) и ее производной [image: image1111.wmf]x
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 (пунктирная линия). Можно было бы воспользоваться и вторым достаточным условием экстремума; [image: image1112.wmf]2
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 и, следовательно, [image: image1113.wmf]0
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 ([image: image1114.wmf]4
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 ‑ точка минимума).
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Рис. 6.3.7 Графики функции [image: image1116.wmf]x
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f
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 и ее производной [image: image1117.wmf])

(

x

f

¢

 вблизи точки минимума [image: image1118.wmf]4
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x


Выпуклость и точки перегиба графика функции.

График функции [image: image1119.wmf])

(

x

f

 имеет на интервале [image: image1120.wmf])

,

(

b

a

 выпуклость вниз, если он расположен не ниже любой касательной к этому графику на интервале [image: image1121.wmf])

,

(

b

a

 (см. рис 6.3.8).
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Рис. 6.3.8. График функции, имеющий на интервале [image: image1123.wmf])

,

(

b

a

 выпуклость вниз

График функции [image: image1124.wmf])

(

x

f

 имеет на интервале [image: image1125.wmf])

,

(

b

a

 выпуклость вверх, если он расположен не выше любой касательной к этому графику на интервале [image: image1126.wmf])

,

(

b

a

 (см. рис 6.3.9).
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Рис. 6.3.9. График функции, имеющий на интервале [image: image1128.wmf])

,

(

b

a

 выпуклость вверх

Для определения направления выпуклости графика функции используется следующая теорема.

Теорема о направлении выпуклости графика функции. Если функция [image: image1129.wmf])

(

x

f

 имеет на интервале [image: image1130.wmf])

,

(

b
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 вторую производную и [image: image1131.wmf]0
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, то график этой функции имеет на интервале [image: image1132.wmf])

,
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a

 выпуклость вниз. Если функция [image: image1133.wmf])

(

x

f

 имеет на интервале [image: image1134.wmf])

,

(

b

a

 вторую производную и [image: image1135.wmf]0

)

(

)

,

(

£

¢

¢

Î

"

x

f
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, то график этой функции имеет на интервале [image: image1136.wmf])

,

(

b

a

 выпуклость вверх.

Сформулированная теорема имеет простую геометрическую интерпретацию. Например, при выпуклости графика вниз с ростом аргумента на интервале [image: image1137.wmf])

,

(

b

a

 касательная к графику располагается все под большим и большим углом по отношению к оси абсцисс (см. рис. 6.3.8), следовательно, первая производная функции растет, а вторая производная положительна. Возможно и строгое формальное доказательство теоремы. Проведем через произвольную точку с абсциссой [image: image1138.wmf])

,
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a
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Î

 касательную к графику функции. В соответствии с (6.1.5) уравнение этой касательной имеет вид [image: image1139.wmf])
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. По формуле Тейлора (6.2.14), которую используем полагая [image: image1140.wmf]1
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, где [image: image1143.wmf]b
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. Таким образом, для любого [image: image1144.wmf])

,

(

b

a

x

Î

 [image: image1145.wmf]0
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, и, следовательно, график имеет выпуклость вниз. Аналогично рассматривается случай [image: image1146.wmf]0
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.

Дадим определение точки перегиба графика функции.

Точка [image: image1147.wmf]M

 с координатами [image: image1148.wmf]))

(

,

(

0

0

x

f

x

 называется точкой перегиба графика функции [image: image1149.wmf])

(

x

f

, если в точке [image: image1150.wmf]M

 график имеет касательную и существует такая окрестность точки [image: image1151.wmf]0

x

, в пределах которой график функции [image: image1152.wmf])

(

x

f

 имеет разные направления выпуклости.

В точке перегиба касательная пересекает график функции, поскольку он переходит с одной стороны касательной на другую, т.е. «перегибается» через нее (рис. 6.3.10).
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Рис. 6.3.10. Точка перегиба; [image: image1154.wmf]0
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 ‑ абсцисса точки перегиба графика функции [image: image1155.wmf])
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Для поиска точек перегиба пользуются необходимым и достаточным условиями существования точки перегиба (обратите внимание на аналогию с поиском экстремумов).

Необходимое условие существования точки перегиба. Пусть график функции [image: image1156.wmf])
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Это утверждение является следствием теоремы о направлении выпуклости графика функции и определения точки перегиба.
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 изображен на рис. 6.3.11. За пределами представленного на рисунке интервала функция достигает неограниченно больших значений не меняя характера монотонности и направления выпуклости графика.
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Рис. 6.3.11. График функции [image: image1209.wmf]1
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Асимптоты графика функции.

Асимптотами графика функции называют прямые, к которым делаются бесконечно близкими точки графика функции при их неограниченном удалении от начала координат.

График далеко не всякой функции имеет асимптоты.

Различают три вида асимптот: вертикальные, наклонные, горизонтальные.

Прямая [image: image1210.wmf]a

x

=

 называется вертикальной асимптотой графика функции [image: image1211.wmf])

(

x

f

, если выполнено хотя бы одно из условий:

[image: image1212.wmf]±¥

=

-

®

)

(

lim

0

x

f

a

x

,   [image: image1213.wmf]±¥

=

+

®

)

(

lim

0

x

f

a

x


Вертикальные асимптоты сопутствуют точкам разрыва второго рода, т.е. если точка [image: image1214.wmf]a
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Формулы (6.3.1) и (6.3.2) позволяют вычислять значения коэффициентов [image: image1233.wmf]k
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Таким образом, имеется вертикальная асимптота [image: image1242.wmf]1
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Рис. 6.3.12. График функции [image: image1251.wmf]1
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Схема исследования функции и построения ее графика.

Приведем типичную схему исследования функции, которая позволяет корректно учесть все ее особенности при построении графика.

1. Найти область определения функции.

2. Определить, является ли функция четной (нечетной). Если является, то график можно строить только в одной координатной полуплоскости, а затем отразить его в другую полуплоскость с учетом свойств симметрии (см. раздел 4.1).

3. Найти точки пересечения графика функции с осью абсцисс, т.е. решить уравнение [image: image1254.wmf]0
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, и точку пересечения графика с осью ординат из условия [image: image1255.wmf])
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. Если функция задана на отрезке, вычислить ее значения на концах этого отрезка.

4. Найти асимптоты (или убедиться в их отсутствии).

5. Найти точки возможного экстремума (стационарные и критические).

6. Найти точки, которые могут быть точками перегиба.

7. Ориентируясь на знаки первой и второй производной установить участки монотонности функции, промежутки с определенным направлением выпуклости графика, точки экстремума и точки перегиба.

8. Построить график функции с учетом проведенного исследования.

6.4. Применение производных в экономике

Рассмотрим математическую модель, которая демонстрирует использование производных для оптимизации налогообложения предприятия. Пусть предприятие производит продукцию в количестве [image: image1256.wmf]x
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где [image: image1259.wmf])
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из которого получается связь оптимального объема производства с удельным налогообложением [image: image1263.wmf])
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Следовательно, оптимальная величина удельного налогообложения [image: image1265.wmf]t

 получится из уравнения
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Конкретизируя модель, предположим, что [image: image1267.wmf]2
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6.5. Первообразная и неопределенный интеграл
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Дадим определение первообразной.
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Если у функции [image: image1284.wmf])

(

x

f

 существует первообразная, то она называется интегрируемой. Операцию нахождения первообразной называют интегрированием. Можно считать, что операция интегрирования является обратной по отношению к операции дифференцирования.

Можно доказать, что всякая непрерывная функция имеет первообразную, причем тоже непрерывную.

По поводу первообразной сделаем два важных замечания.
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Таким образом, всякая интегрируемая функция имеет бесконечно много первообразных, причем все они отличаются друг от друга лишь на константу. Если две первообразные отличаются на константу, то это первообразные одной и той же функции.

Дадим определение неопределенного интеграла.

Множество всех первообразных интегрируемой функции [image: image1301.wmf])
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 ‑ переменной интегрирования. Нахождение неопределенного интеграла также называют интегрированием.
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подразумевая, что в его правую часть можно подставлять любое значение константы, что и приведет к появлению бесконечного множества первообразных, называемого неопределенным интегралом.

Перечислим свойства неопределенного интеграла. Непосредственно из его определения вытекает:
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Используя свойство линейности операции дифференцирования, легко доказать свойство линейности неопределенного интеграла.
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Принимая во внимание свойство 1 неопределенного интеграла и значения производных простейших элементарных функций, можно получить таблицу неопределенных интегралов простейших элементарных функций. Приведем ее (не претендуя на полноту):
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Правильность выписанных выше формул проверяется дифференцированием обеих частей равенства.

Следует отметить, что в ряде случаев операция интегрирования элементарной функции дает функцию, которая не является элементарной и, следовательно, не может быть выражена формулой через простейшие элементарные функции. Таковы, например, интеграл Пуассона [image: image1330.wmf]ò
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Тема 6: Основы дифференциального и интегрального исчисления 
Общие методы интегрирования

При вычислении конкретных интегралов пользуются свойствами неопределенного интеграла и таблицей первообразных для простейших элементарных функций. Однако существует несколько весьма общих методов интегрирования, из которых мы рассмотрим только два: метод замены переменной и метод интегрирования по частям.

Метод замены переменной. Пусть для функции [image: image1332.wmf])
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Переменная интегрирования в (6.5.3) обозначена буквой [image: image1335.wmf]u

. Тогда
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где [image: image1337.wmf])
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 ‑ любая дифференцируемая функция. Справедливость формулы (6.5.4), которая выражает суть интегрирования методом замены переменной, проверяется путем дифференцирования обеих частей этого равенства по переменной [image: image1338.wmf]x

 с учетом правила дифференцирования сложной функции в правой части. Действительно, производные обеих частей равенства (6.5.4) совпадают
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Для использования метода замены переменной удобно запомнить, что в формуле (6.5.3) переменная интегрирования может быть функцией независимой переменной [image: image1341.wmf]x
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Как пользоваться методом замены переменной? Пусть требуется вычислить интеграл [image: image1344.wmf]ò
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где для функции [image: image1347.wmf])
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При использовании метода замены переменной в подынтегральное выражение подставляется новая переменная [image: image1350.wmf])
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Рассмотрим примеры интегрирования с использованием метода замены переменной.
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Метод интегрирования по частям. Пусть [image: image1362.wmf])
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Формула (6.5.7) выражает метод интегрирования по частям, который позволяет заменить интегрирование выражения [image: image1370.wmf]dx
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Таким образом, интегрирование по частям позволило заменить сложную подынтегральную функцию [image: image1376.wmf]x
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6.6. Определенный интеграл

Пусть функция [image: image1390.wmf])
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Образуем теперь сумму
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которую будем называть интегральной суммой для функции [image: image1402.wmf])

(

x

f

 на отрезке [image: image1403.wmf]]

,

[

b

a

. Геометрический смысл интегральной суммы – это сумма площадей [image: image1404.wmf]n

 штук прямоугольников с основаниями [image: image1405.wmf]i

x

D

 и высотами [image: image1406.wmf]|

)

(

|

i

t

f

, взятыми со знаком плюс, если [image: image1407.wmf]0

)

(

>

i

t

f

, и со знаком минус, если [image: image1408.wmf]0

)

(

<

i

t

f

 (см. рис. 6.6.1).

Всякий выбор частичных отрезков (6.6.1) и точек 6.6.2 будем называть разбиением отрезка [image: image1409.wmf]]
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Рис. 6.6.1. К определению интегральной суммы

Дадим определение определенного интеграла.
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Понятно, что предельный переход [image: image1423.wmf]0
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 приводит к неограниченному росту количества частичных отрезков ([image: image1424.wmf]¥
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) и к стремлению к нулю длины каждого из них.

Для всякой функции, непрерывной на отрезке [image: image1425.wmf]]
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, на этом отрезке существует определенный интеграл.

Подчеркнем, что определенный интеграл является числом, величина которого зависит только от вида подынтегральной функции и пределов интегрирования. Поэтому определенный интеграл не зависит от обозначения переменной интегрирования, т.е.
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Определение интеграла дано выше в предположении, что [image: image1427.wmf]b
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. Доопределим понятие определенного интеграла, считая, что для любых [image: image1428.wmf]a
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Поставим задачу о вычислении площади [image: image1431.wmf]S

 плоской фигуры, ограниченной графиком функции [image: image1432.wmf])
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, осью абсцисс и отрезками вертикальных прямых [image: image1433.wmf]a
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; такая фигура, называемая криволинейной трапецией, изображена на рис. 6.6.2. Очевидно, что
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Формула (6.6.7) дает геометрическую интерпретацию определенного интеграла, как площади криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции [image: image1436.wmf])
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, осью абсцисс и отрезками вертикальных прямых [image: image1437.wmf]a
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В ряде случаев необходимо вычислить площадь [image: image1439.wmf]S
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 (см. рис. 6.6.3). Очевидно, что в этом случае
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Рис. 6.6.2. Криволинейная трапеция с площадью [image: image1445.wmf]ò
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Рис. 6.6.3. Площадь заштрихованной фигуры [image: image1447.wmf]ò
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Перечислим основные свойства определенного интеграла.

1. Для любого числа [image: image1448.wmf]a
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Это равенство имеет простую геометрическую интерпретацию.

3. Определенный интеграл обладает свойством линейности, т.е. для любых функций [image: image1456.wmf])
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при этом предполагается, что все выписанные интегралы существуют.
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В (6.6.9) учтено значение суммы 
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полученное в конце раздела 1.2.

Формула Ньютона-Лейбница

Процедура вычисления определенного интеграла непосредственно по определению довольно трудоемка. Более эффективный способ связан с использованием формулы Ньютона-Лейбница, к выводу которой мы и приступим.
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Найдем производную
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где [image: image1483.wmf]x
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. На предпоследнем шаге в цепочке равенств (6.6.11) использована теорема о среднем, перечисленная среди свойств определенного интеграла. Предел [image: image1484.wmf])

(

lim

0

c

f

x

®

D

 в (6.6.11) очевидно равен [image: image1485.wmf])

(

x

f

 и, поэтому, окончательно имеем 

[image: image1486.wmf])

(

)

(

x

f

x

G

=

¢

  .                                                               (6.6.12)

Таким образом, функция [image: image1487.wmf])

(

x

G

 является первообразной для функции [image: image1488.wmf])
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. Предположим, что в таблицах или иным способом обнаружена некоторая первообразная [image: image1489.wmf])
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которая дает общий способ вычисления определенного интеграла функции [image: image1501.wmf])
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, связывая его с неопределенным интегралом этой функции (с первообразной). Следовательно, определенный интеграл функции [image: image1502.wmf])
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 на отрезке [image: image1503.wmf]]
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 равен разности значений первообразной этой функции на концах отрезка интегрирования. Часто правую часть формулы (6.6.13) сокращенно обозначают
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и формулу (6.6.13) записывают в виде
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Формулу (6.6.13) (или (6.6.14)) называют также основной формулой интегрального исчисления.

Итак, для расчета определенного интеграла [image: image1506.wmf]ò
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 мы будем использовать следующую схему:
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; методы вычисления неопределенных интегралов рассмотрены в предыдущем разделе.

2. На втором этапе используем формулу Ньютона-Лейбница [image: image1508.wmf])
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Вычислим определенный интеграл [image: image1512.wmf]dx
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 и применяем формулу Ньютона-Лейбница [image: image1514.wmf]24
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Введем понятие несобственного интеграла (точнее, несобственного интеграла по бесконечному промежутку). 

Пусть функция [image: image1515.wmf])
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 определена на промежутке [image: image1516.wmf])
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 называется несобственным интегралом с бесконечным верхним пределом
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Если этот предел конечен, то говорят, что несобственный интеграл (6.6.15) сходится, если же предел в (6.6.15) бесконечен или не существует, то говорят, что несобственный интеграл расходится.

Аналогично вводится понятие несобственного интеграла с бесконечным нижним пределом
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Наконец, несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами определяется как сумма несобственных интегралов (6.6.15) и (6.6.16):
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где [image: image1523.wmf]c

 ‑ любое число.

Заметим, что несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами интерпретируется как площадь плоской фигуры под графиком функции на бесконечном промежутке [image: image1524.wmf])
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; эта площадь может быть конечным числом, если подынтегральная функция достаточно быстро «прижимается» к оси абсцисс при удалении аргумента от начала координат.

В частности, в теории вероятностей встречается несобственный интеграл
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График функции [image: image1526.wmf]2

2

2

1

)

(

x

e

x

f

-

=

p

 в промежутке [image: image1527.wmf]]

5

,

5

[

-

Î

x

изображен на рис. 6.6.4.
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Рис. 6.6.4. График функции [image: image1529.wmf]2
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Заметим, что формула Ньютона-Лейбница справедлива и для несобственных интегралов, если полагать
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Формула трапеций, коэффициент Джини, кривая Лоренца

Формула трапеций. 

Если при вычислении интеграла [image: image1531.wmf]ò
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 найти первообразную подынтегральной функции не удается или она вообще не выражается через элементарные функции, то нельзя воспользоваться формулой Ньютона-Лейбница. В этом случае определенный интеграл можно рассчитать приближенно. Большинство приближенных методов вычисления определенного интеграла основаны на его геометрической интерпретации, т.е. значение интеграла рассматривают как площадь криволинейной трапеции под графиком функции [image: image1532.wmf])
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. Часто для приближенного вычисления определенного интеграла используют формулу трапеций, которую мы сейчас получим.
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Площадь каждой трапеции равна произведению полусуммы длин оснований на высоту
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Подставляя (6.6.19) в (6.6.18), получаем формулу трапеций
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Рис. 6.6.5. К выводу формулы трапеций

Если в правой части (6.6.20) перейти к пределу при [image: image1551.wmf]¥
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Это приближенное значение отличается от точного на 0,14%.

Определенным интегралом часто пользуются при проведении прикладных и, в частности, социально-экономических исследований. Степень неравномерности распределения доходов населения в стране (регионе, области) принято характеризовать т.н. коэффициентом Джини. Рассмотрим, как этот коэффициент определяется.

Пусть совокупность всех семей, проживающих в стране, разделена на [image: image1558.wmf]n
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получает долю дохода, равную
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Плавная кривая, проведенная через точки с координатами [image: image1575.wmf]n
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 доли дохода от доли семей, которые этот доход получают. График функции [image: image1577.wmf])
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 называют кривой Лоренца. Типичная кривая Лоренца изображена на рис. 6.6.6. Очевидно, что при любом распределении доходов [image: image1578.wmf]1
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. Если бы доходы распределялись идеально равномерно (все семьи имеют одинаковый доход), то кривая Лоренца превратилась бы в биссектрису координатного угла, т.е. в отрезок ОВ на рис. 6.6.6. При сильно неравномерном распределении доходов (значительная часть наиболее бедных семей получает лишь малую часть совокупного дохода, а малая доля богатейших семей – основную часть совокупного дохода) кривая Лоренца «прижимается» к катетам треугольника ОАВ.
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Рис. 6.6.6. Кривая Лоренца

В качестве меры неравномерности распределения доходов используют отношение площади фигуры между отрезком ОВ и кривой Лоренца (заштрихована на рис. 6.6.6) к площади прямоугольного треугольника ОАВ. Эту величину называют коэффициентом Джини и обозначают [image: image1580.wmf]K
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Если, например, [image: image1582.wmf]a
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Из определения коэффициента Джини следует, что он может изменяться в пределах от 0 (при равномерном распределении доходов) до 1 (при крайне неравномерном распределении доходов).

По оценкам специалистов (О. Ордин; http://www.finansy.ru/publ/pmacro003.htm) в СССР в 1990 году коэффициент Джини равнялся 0,219. За последнее десятилетие в России наблюдается рост коэффициента Джини; данные приведены в табл. 6.6.1 (использована статья О. Ордина http://www.finansy.ru/publ/pmacro003.htm и сведения Института экономики переходного периода, имеющиеся на сайте http://www.iet.ru ).

Таблица 6.6.1. Значения коэффициента Джини (Россия)

	1995
	1997
	2000
	2001/02
	2003
	2004

	0,38
	0,377
	0,371
	0,398
	0,400
	0,406


Для сравнения приведем коэффициент Джини в Чехии – 0,25, Германии – 0,30 (2002 год, Институт комплексных стратегических исследований; http://www.icss.ac.ru/publish/analysis/am076.html ), Великобритании ‑ 0,32, США – 0,40, Бразилии – 0,60 (2004 год, Евгений Ясин; http://www.rg.ru/2004/09/25/bednostj.html ).

Тема 7: Начала линейной алгебры 
7.1. Системы линейных алгебраических уравнений

Систему m линейных уравнений с n неизвестными будем записывать в следующем виде: 
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Здесь x1, x2, (, xn – неизвестные величины, aij (i = 1,2, (, m; j =1, 2, (, n) – числа, называемые коэффициентами системы (первый индекс фиксирует номер уравнения, второй — номер неизвестной), b1, b2, (, bm –числа, называемые свободными членами.

Решением системы будем называть упорядоченный набор чисел x1, x2, (, xn, обращающий каждое уравнение системы в верное равенство.

Решить систему — значит найти все ее решения или доказать, что ни одного решения нет.

Система, имеющая решение, называется совместной.

Если система имеет только одно решение, то она называется определенной. Система, имеющая более чем одно решение, называется неопределенной (совместной и неопределенной). 

Если система не имеет решений, то она называется несовместной. 

Система, у которой все свободные члены равны нулю (b1 = b2 =(= bn = 0), называется однородной. Однородная система всегда совместна, так как набор  из n нулей удовлетворяет любому уравнению такой системы.

Если число уравнений системы совпадает с числом неизвестных (m=n), то система называется квадратной.

Две системы, множества решений которых совпадают, называются эквивалентными или равносильными (совпадение множеств решений означает, что каждое решение первой системы является решением второй системы, и каждое решение второй системы является решением первой).

Две несовместные системы считаются эквивалентными.

Преобразование, применение которого превращает систему в новую систему, эквивалентную исходной, называется эквивалентным или равносильным преобразованием. Примерами эквивалентных преобразований могут служить следующие преобразования: перестановка местами двух уравнений системы, перестановка местами двух неизвестных вместе с коэффициентами у всех уравнений, умножение обеих частей какого-либо уравнения системы на отличное от нуля число.

7. 2. Метод Гаусса решения систем линейных уравнений

Рассмотрим квадратную систему
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У этой системы коэффициент a11 отличен от нуля. Если бы это условие не выполнялось, то чтобы его получить, нужно было бы переставить местами уравнения, поставив первым то уравнение, у которого коэффициент при x1 не равен нулю.

Проведем следующие преобразования системы:

1) поскольку a11(0, первое уравнение оставим без изменений;

2) вместо второго уравнения запишем уравнение, получающееся, если из второго уравнения вычесть первое, умноженное на 4;

3) вместо третьего уравнения запишем разность третьего и первого, умноженного на 3;

4) вместо четвертого уравнения запишем разность четвертого и первого, умноженного на 5.

Полученная новая система эквивалентна исходной и имеет во всех уравнениях, кроме первого, нулевые коэффициенты при x1 (это и являлось целью преобразований 1 – 4):
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Можно доказать, что замена любого уравнения системы новым, получающимся прибавлением к данному уравнению любого другого уравнения системы, умноженного на любое число, является эквивалентным преобразованием системы.
Для приведенного преобразования и для всех дальнейших преобразований не следует целиком переписывать всю систему, как это только что сделано. Исходную систему можно представить в виде таблицы
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Прямоугольную таблицу, состоящую из p строк и q столбцов, будем называть матрицей размера p(q:
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Числа aij называются элементами матрицы. Первый индекс фиксирует номер строки, а второй – номер столбца, в которых стоит данный элемент. Если p = q, то есть число столбцов матрицы равно числу строк, то матрица называется квадратной. Элементы aii образуют главную диагональ матрицы.

Матрица (7.2.3) называется расширенной матрицей для исходной системы уравнений. Если из расширенной матрицы удалить столбец свободных членов, то получится матрица коэффициентов системы, которую иногда называют просто матрицей системы.

Очевидно, что матрица коэффициентов квадратной системы является квадратной матрицей. 

Каждую систему m линейных уравнений с n неизвестными можно представить в виде расширенной матрицы, содержащей m строк и n+1 столбцов. Каждую матрицу можно считать расширенной матрицей или матрицей коэффициентов некоторой системы линейных уравнений. Системе (7.2.2) соответствует расширенная матрица
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Преобразуем эту матрицу следующим образом:

1) первые две строки оставим без изменения, поскольку элемент a22 не равен нулю;

2) вместо третьей строки запишем разность между второй строкой и удвоенной третьей;

3) четвертую строку заменим разностью между удвоенной второй строкой и умноженной на 5 четвертой.

В результате получится матрица, соответствующая системе, у которой неизвестная x1 исключена из всех уравнений, кроме первого, а неизвестная x2 — из всех уравнений кроме первого и второго:
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Теперь исключим  неизвестную x3 из четвертого уравнения. Для этого последнюю матрицу преобразуем так:

1) первые три строки оставим без изменения, так как a33 ( 0;

2) четвертую строку заменим разностью между третьей, умноженной на 39, и четвертой:
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Полученная матрица соответствует системе
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Из последнего уравнения этой системы получаем x4 = 2. Подставив это значение в третье уравнение, получим x3 = 3. Теперь из второго уравнения следует, что x2 = 1, а из первого — x1 = –1. Очевидно, что полученное решение единственно (так как единственным образом определяется значение x4, затем x3 и т. д.).

Назовем элементарными преобразованиями матрицы следующие преобразования:

1) перемена местами двух строк;

2) умножение строки на число, отличное от нуля;

3) замена строки матрицы суммой этой строки с любой другой строкой, умноженной на некоторое число.

Если матрица A является расширенной матрицей некоторой системы, и путем ряда элементарных преобразований матрица A переводится в матрицу B, являющуюся расширенной матрицей некоторой другой системы, то эти системы эквивалентны.

Назовем квадратную матрицу, у которой на главной диагонали стоят числа, отличные от нуля, а под главной диагональю – нули, треугольной матрицей. Матрица коэффициентов системы (7.2.4) – треугольная матрица.

Если с помощью элементарных преобразований матрицу коэффициентов квадратной системы можно привести к треугольной матрице, то система совместна и определенна.

Рассмотрим другой пример:
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(7.2.5)

Проведем следующие преобразования расширенной матрицы системы:

1) первую строку оставим без изменения;

2) вместо второй строки запишем разность между второй строкой и удвоенной первой;

3) вместо третьей строки запишем разность между третьей строкой и утроенной первой;

4) четвертую строку заменим разностью между четвертой и первой;

5) пятую строку заменим разностью пятой строки и удвоенной первой.

В результате преобразований получим матрицу
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Оставив без изменения первые две строки этой матрицы, приведем ее элементарными преобразованиями к следующему виду:
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Если теперь, следуя методу Гаусса, который также называют и методом последовательного исключения неизвестных, с помощью третьей строки привести к нулю коэффициенты при x3 в четвертой и пятой строках, то после деления всех элементов второй строки на 5 и деления всех элементов третьей строки на 2 получим матрицу
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Каждая из двух последних строк этой матрицы соответствует уравнению 0x1+0x2+0x3+0x4+0x5 = 0. Это уравнение удовлетворяется любым набором чисел x1, x2, (, x5, и его следует удалить из системы. Таким образом, система с только что полученной расширенной матрицей эквивалентна системе с расширенной матрицей вида
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(7.2.6)

Последняя строка этой матрицы соответствует уравнению x3 – 2x4 + 3x5 = –4. Если неизвестным x4 и x5 придать произвольные значения: x4 = r; x5 = s, то из последнего уравнения системы, соответствующей матрице (7.2.6), получим x3 = –4 + 2r – 3s. Подставив выражения x3, x4, и x5 во второе уравнение той же системы, получим x2 = –3 + 2r – 2s. Теперь из первого уравнения можно получить x1 = 4 – r + s. Окончательно решение системы представляется в виде
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Рассмотрим прямоугольную матрицу A, у которой число столбцов m больше, чем число строк n. Если матрицу A можно разделить вертикальной чертой на две матрицы: стоящую слева треугольную матрицу размера m и стоящую справа прямоугольную матрицу, то матрицу A назовем трапециевидной или трапецеидальной. Очевидно, что матрица (7.2.6) — трапециевидная матрица.

Если при применении эквивалентных преобразований к системе уравнений хотя бы одно уравнение приводится к виду

0x1 + 0x2 + (0xn = bj  (bj ( 0),

то система несовместна или противоречива, так как ни один набор чисел x1, x2, (, xn не удовлетворяет этому уравнению.

Если при преобразовании расширенной матрицы системы матрица коэффициентов приводится к трапецеидальному виду и при этом система не получается противоречивой, то система совместна и является неопределенной, то есть имеет бесконечно много решений.

В последней системе можно получить все решения, придавая конкретные числовые значения параметрам r и s.

Те переменные, коэффициенты при которых стоят на главной диагонали трапецеидальной матрицы (это значит, что эти коэффициенты отличны от нуля), называются базисными. В рассмотренном выше примере это неизвестные x1, x2, x3. Остальные неизвестные называются свободными. В рассмотренном выше примере это неизвестные x4, и x5. Свободным неизвестным можно придавать любые значения или выражать их через параметры, как это сделано в последнем примере.

Базисные неизвестные единственным образом выражаются через свободные неизвестные.

Если свободным неизвестным приданы конкретные числовые значения и через них выражены базисные неизвестные, то полученное решение называется частным решением.

Если свободные неизвестные выражены через параметры, то получается решение, которое называется общим решением.
Все бесконечное множество решений системы можно получить, придавая свободным неизвестным любые числовые значения и находя соответствующие значения базисных неизвестных.

Если всем свободным неизвестным приданы нулевые значения, то полученное решение называется базисным.

Одну и ту же систему иногда можно привести к разным наборам базисных неизвестных. Так, например, можно поменять местами 3-й и 4-й столбцы в матрице (7.2.6). Тогда базисными будут неизвестные x1, x2, x4, а свободными – x3 и x5. Рекомендуем читателю самостоятельно привести последнюю систему к такому виду, чтобы свободными неизвестными были x1 и x2, а базисными – x3, x4, x5.

Если получены два различных набора базисных неизвестных при различных способах нахождения решения одной и той же системы, то эти наборы обязательно содержат одно и то же число неизвестных, называемое рангом системы.

Рассмотрим еще одну систему, имеющую бесконечно много решений:
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Проведем преобразование расширенной матрицы системы по методу Гаусса:
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Как видно, мы не получили трапецеидальной матрицы, однако последнюю матрицу можно преобразовать, поменяв местами третий и четвертый столбцы:
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Эта матрица уже является трапецеидальной. У соответствующей ей системы две свободных неизвестных – x3, x5 и три базисных – x1, x2, x4. Решение исходной системы представляется в следующем виде:
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Приведем пример не имеющей решения системы:
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Преобразуем матрицу системы по методу Гаусса:
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Последняя строка последней матрицы соответствует не имеющему решения уравнению 0x1 + 0x2 + 0x3 = 1. Следовательно, исходная система несовместна.

Сформулируем теперь кратко суть метода Гаусса. Полагая, что в системе  коэффициент a11 отличен от нуля ( если это не так, то следует на первое место поставить уравнение с отличным от нуля коэффициентом при x1 и переобозначить коэффициенты), преобразуем систему следующим образом: первое уравнение оставляем без изменения, а из всех остальных уравнений исключаем неизвестную x1 с помощью эквивалентных преобразований описанным выше способом.

В полученной системе
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считая, что [image: image1606.wmf]0
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 (что всегда можно получить, переставив уравнения или слагаемые внутри уравнений и переобозначив коэффициенты системы), оставляем без изменений первые два уравнения системы, а из остальных уравнений, используя второе уравнения, с помощью элементарных преобразований исключаем неизвестную x2. Во вновь полученной системе
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при условии [image: image1608.wmf]0
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 оставляем без изменений первые три уравнения, а из всех остальных с помощью третьего уравнения элементарными преобразованиями исключаем неизвестную x3.

Этот процесс продолжается до тех пор, пока не реализуется один из трех возможных случаев:

1) если в результате приходим к системе, одно из уравнений которой имеет нулевые коэффициенты при всех неизвестных и отличный от нуля свободный член, то исходная система несовместна;

2) если в результате преобразований получаем систему с матрицей коэффициентов треугольного вида, то система совместна и является определенной;

3) если получается система с трапецеидальной матрицей коэффициентов (и при этом не выполняется условие пункта 1), то система совместна и неопределенна.

7.3. Элементы теории матриц

В предыдущем разделе было введено определение матрицы A размерности p ( q как прямоугольной таблицы:
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Можно пользоваться сокращенной формой записи:

A = (aij); i = 1, 2, 3, (, p; j = 1, 2, 3, (, q. 

Две матрицы одинаковой размерности p ( q называются равными, если в них одинаковые места заняты  равными числами  (на пересечении i-й строки и j-го столбца в одной и в другой матрице стоит одно и то же число; i=1, 2, ..., p; j=1, 2, ..., q).

Пусть A = (aij) – некоторая матрица и ( – произвольное число, тогда (A = ((aij), то есть при умножении матрицы A на число ( все числа, составляющие матрицу A, умножаются на число (.

Пусть A и B – матрицы одинаковой размерности A = (aij), B = (bij), тогда их сумма A + B – матрица C = (cij) той же размерности, опреде​ляемая из формулы cij = aij + bij, то есть при сложении двух матриц попарно складываются одинаково расположенные в них числа.

Матрицу A можно умножить на матрицу B, то есть найти матрицу C = AB, если число столбцов n матрицы A равно числу строк матрицы B, при этом матрица C будет иметь столько строк, сколько строк у матрицы A и столько столбцов, сколько столбцов у матрицы B. Каждый элемент матрицы C определяется формулой
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Элемент  cij  матрицы-произведения C  равен сумме произведений элементов i-строки  первой  матрицы- сомножителя  на  соответствующие  элементы  j-го столбца второй матрицы-сомножителя.

Из сказанного следует, что если можно найти произведение матриц AB, то произведение BA, вообще говоря, не определено.

Приведем примеры перемножения матриц:
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Если AB и BA одновременно определены, то, вообще говоря, эти произведения не равны. Это означает, что умножение матриц не коммутативно. Продемонстрируем это на примере.
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Для алгебраических действий над матрицами справедливы следующие законы:

1) A + B = B + A;

2) ( (A + B) = (A + (B;

3) (A + B) + C = A + (B + C);

4) (AB)C = A(BC);

5) A(B + C) = AB + AC.

Матрица, состоящая из одной строки, называется вектором (вектором-строкой). Матрица, состоящая из одного столбца, также называется вектором (вектором-столбцом).

Пусть имеется матрица A = (aij) размерности m ( n, n-мерный вектор-столбец X и m-мерный вектор-столбец B:
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Тогда матричное равенство


AX = B,
(7.3.1)

если расписать его поэлементно, примет вид:
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Таким образом, формула (7.3.1) является записью системы m линейных уравнений с n неизвестными в матричной форме. Ниже будет показано, что, записывая систему в сжатом виде, кроме краткости написания мы получаем и другие очень важные преимущества.

Пусть имеются две квадратные матрицы одинаковой размерности:
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Требуется найти матрицу X, удовлетворяющую матричному уравнению


AX = D.

Из правила умножения матриц следует, что матрица X должна быть квадратной матрицей той же размерности, что и матрицы A и D:
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Из правила умножения матриц и из определения равенства матриц следует, что последнее матричное уравнение распадается на три системы линейных уравнений:
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Все три системы (7.3.2) имеют одинаковые матрицы коэффициентов, что дает возможность решать их одновременно, введя матрицу
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Здесь первые четыре столбца образуют расширенную матрицу первой системы, первые три столбца вместе с пятым столбцом образуют расширенную матрицу второй системы, а первые три столбца вместе с шестым – расширенную матрицу третьей системы.

Введем ряд новых определений.

Нулевой матрицей называется матрица, у которой все элементы – нули. Очевидно равенство A + (–1)A = 0. Здесь в правой части через 0 обозначена нулевая матрица той же размерности, что и матрица A.

Квадратная матрица размера n называется единичной, если все её элементы, стоящие на главной диагонали, равны единице, а все остальные – нули. Единичную матрицу можно определить формулами:


aij = 1 при i = j;


aij = 0 при i ( j.

Единичная матрица, как правило, обозначается буквой E:
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Легко проверить справедливость равенств: EA = AE = A. Здесь A – квадратная матрица, и размеры A и E одинаковы.

Пусть A – квадратная матрица. Обратной матрицей к матрице A называется такая матрица A–1, для которой справедливы равенства:


AA–1 = A–1A = E.

Очевидно, что A–1 – квадратная матрица того же размера, что и матрица A. Сразу заметим, что не всякая квадратная матрица имеет обратную матрицу.

Поставим задачу: найти обратную матрицу к матрице
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Условие
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где
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сводится к трём системам уравнений, которые будем решать одновременно. При этом получим
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7.4. Определители

Рассмотрим систему двух линейных уравнений с двумя неизвестными в общем виде:
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Найдем x1 следующим образом: чтобы исключить x2, умножим первое уравнение на a22 и из полученного уравнения вычтем второе, умноженное на a12:
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Обозначим ( = a11a22 – a12a21, (1 = b1a22 – b2a12.

Для определения x2 поступим так: умножим второе уравнение на a11 и из полученного уравнения вычтем первое, умноженное на a21:

(a11a22 – a12a21)x2 = a11b2 – a21b1.
                                                                   (7.4.2)

Обозначим (2 = a11b2 – a21b1.

Из (7.4.1) и (7.4.2) видно, что если ( ( 0, то система имеет единственное решение, определяемое формулой
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Величина ( называется определителем матрицы второго порядка
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Вообще определителем произвольной матрицы второго порядка
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называется число, которое обозначается 
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и равно произ​ведению двух чисел, стоящих на главной диагонали минус произведение двух чисел, стоящих на другой диагонали: (11(22 – (12(21.

Например,
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Из сказанного следует, что величины (1 и (2 в (7.4.3) тоже являются определителями:
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Рассмотрим теперь систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными:
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                                                                                  (7.4.4)

Введем определение. Определителем произвольной квадратной матрицы третьего порядка 
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называется сумма шести слагаемых, каждое из которых представляет собой произведение трех элементов матрицы, выбираемых по следующему правилу: три произведения элементов, стоящих на главной диагонали и в вершинах двух треугольников: 

[image: image1640.wmf], 

берутся со знаком "(", а три произведения элементов, стоящих на второй диагонали и в вершинах двух других треугольников: 

[image: image1641.wmf], 

берутся со знаком "(". Определитель третьего порядка обозначается так: 
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Например,
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Решая систему (7.4.4), например методом Гаусса, можно получить равенства

((x1 = (1; ((x2 = (2; ((x3 = (3,                                                          (7.4.5)

где
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Из формул (7.4.5) видно, что если ( ( 0, то единственным образом определяется решение системы:
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Решая квадратные системы линейных уравнений 4-го, 5-го или любого более высокого порядка, можно получить формулы, аналогичные формулам (7.4.1), (7.4.2) или (7.4.5).

Дадим определение определителя
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квадратной матрицы n-го порядка или просто определителя n-го порядка. (В дальнейшем, принимая во внимание введённое обозначение, под элементами, строками и столбцами определителя матрицы будем подразумевать элементы, строки и столбцы этой матрицы.)

Сформулируем понятие n! (читается эн факториал): если n – натуральное (целое положительное) число, то n! – это произведение всех натуральных чисел от 1 до n.


n! = 1(2(3((((n – 1) n.
Например,


5! = 1(2(3(4(5 = 120.

Замечание: в некоторых книгах вместо термина "определитель" используется термин "детерминант" и определитель матрицы A обозначается detA.

Определителем n-го порядка называется сумма n! слагаемых. Каждое слагаемое представляет собой произведение n элементов, взятых по одному из каждой строки и каждого столбца определителя. (Произведения отличаются одно от другого набором элементов.) Перед каждым произведением ставится 

знак "(" или "(". Покажем, как  определить, какой нужно ставить знак перед 
произведением.

Так как в каждом произведении присутствует один элемент из 1-й строки, один элемент из 2-ой и т.д., то произведение в общем виде можно записать так:

a1i(a2j(a3k(((ans.

Здесь  i, j, k, (, s – номера столбцов, в которых стоят элементы, выбранные из 1-й, 2-й, 3-й, ... n-й строк, соответственно. Ясно из сказанного выше, что каждое из чисел i, j, k, (, s равно какому-либо из чисел 1, 2, ..., n, и что все числа i, j, k, (, s – различные.

Расположенные в данном порядке

i, j, k, (, s,

эти числа образуют "перестановку" из чисел 1, 2, ..., n (перестановкой называется заданный порядок в конечном множестве).

Взаимное расположение двух чисел в перестановке, когда большее стоит впереди меньшего называется инверсией. Например, в перестановке [image: image1650.wmf] три инверсии; в перестановке [image: image1651.wmf] – шесть инверсий.

Перестановка называется четной, если в ней четное число инверсий и нечетной, если число инверсий нечетное.

Теперь можно сформулировать правило: произведение a1i(a2j(a3k(((ans берется со знаком "(", если вторые индексы образуют четную перестановку, и со знаком "(", если нечетную.
Из определения определителя можно вывести следующие его свойства.

1. Если поменять местами две строки определителя (два столбца), то получим новый определитель, равный исходному, умноженному на [image: image1652.wmf]-

1

.

2. Определитель, имеющий две равных строки (два равных столбца), равен нулю.

3. Если одну из строк определителя умножить на какое-либо число, то получится определитель, равный исходному, умноженному на это число.

4. Определитель транспонированной матрицы равен определителю исходной матрицы.

Напомним, что i-я строка исходной матрицы A, имеющей m строк, является i-м столбцом транспонированной матрицы 
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Например,
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Операцию транспонирования матрицы можно назвать поворотом на 180( вокруг главной диагонали.

5. Если в определителе вместо любой строки записать сумму этой строки и любой другой строки, умноженной на некоторое число, то полученный новый определитель будет равен исходному.

До сих пор было показано, как вычислять определитель второго и третьего порядков. Чтобы вычислить определитель более высоких порядков, пользуются формулой Лапласа разложения определителя по строке или столбцу:

detA = ai1(–1)i+1M i1 + ai2(–1)i+2M i2 +(+ ain(–1)i+nM in =

=  a1j (–1) 1+jM 1j + a2j(–1)2+jM 2j +(+ anj(–1) n+jM nj
Здесь i и j — любые числа от 1 до n. Последняя формула представляет собой разложение определителя по i-й строке или j-му столбцу. Mij называется минором и равняется определителю порядка n – 1, который получается из определителя detA, если вычеркнуть i-ю строку и j-й столбец. 

Произведение (–1)i+jMij обозначается Aij и называется алгебраическим дополнением элемента aij.

Пусть ( – определитель четвертого порядка: 
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Представим его разложение по второй строке:
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и по второму столбцу:

[image: image1657.wmf](
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[image: image1658.wmf](
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Аналогичным образом можно вычислить (, разлагая его по первой, третьей, четвертой строке или по первому, второму или четвертому столбцу.

Вычисление определителя четвертого порядка сводится в худшем случае (если среди элементов нет нулей) к вычислению четырех определителей третьего порядка.

Аналогичным образом вычисление определителя 5-го порядка сводится к вычислению 5-ти определителей 4-го порядка и т.д.

Для того, чтобы получить представление о том, что такое определитель n-го порядка, не прибегая к определению на предыдущей странице, можно поступить так: выучить, как вычисляются определители 2-го и 3-го порядков и как по методу Лапласа сводить вычисление определителя n-го порядка к вычислению определителя n – 1-го порядка. Тогда становится понятным, как вычислять определитель 4-го порядка, затем 5-го порядка и т. д.

Из сказанного следует, что вычисление определителя 5-го порядка можно в общем случае свести к вычислению 20-ти(!) определителей 3-го порядка, что очень затрудняет задачу.

Вычисление определителя упрощается, если воспользоваться свойством 5. Пусть ( – определитель четвертого порядка:
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Этот определитель разложим по третьей строке, так как там есть нуль и, что особенно важно, –1. Задача заключается в таком преобразовании определителя (, чтобы получить нули на месте a31 и a33. К первому столбцу прибавим второй столбец, умноженный на –2, а к третьему столбцу прибавим второй столбец, умноженный на –3. Второй столбец, с помощью которого проводились преобразования, остается без изменений.

Таким образом вычисление определителя 4-го порядка сведено к вычислению только одного определителя 3-го порядка:
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Пусть теперь ( — определитель 5-го порядка:

[image: image1661.wmf]D
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Предположим, что мы решили разложить его по первому столбцу. Можно поступить следующим образом. Оставим первую строку без изменений. Вторую строку умножим на 3 и прибавим к ней первую, умноженную на –2. При этом обязательно за знак определителя выносится множитель [image: image1662.wmf]1

3

 (см. свойство 3). Вместо третьей строки пишем сумму третьей и умноженной на [image: image1663.wmf]-

1

 первой. Четвертую строку умножаем на 3 и прибавляем первую, умноженную на –4, опять вынося множитель [image: image1664.wmf]1

3

 за знак определителя. Пятую строку умножаем на 3, прибавляем к ней первую, умноженную на –5 и опять выносим [image: image1665.wmf]1

3

 за знак определителя. Теперь получим
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Теперь вычисление определителя 5-го порядка сведено к вычислению только одного определителя 4-го порядка.

Таким образом, пользуясь свойствами определителя и методом Лапласа, можно вычисление определителя n-го порядка свести к вычислению лишь одного определителя порядка n – 1.

7.5. Вычисление обратной матрицы
Пусть A = (aij) – квадратная матрица с определителем, не равным нулю. Тогда существует обратная матрица A–1, которая вычисляется по формуле

[image: image1667.wmf](
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Последняя формула означает, что в i-й строке и j-м столбце обратной матрицы располагается алгебраическое дополнение элемента, стоящего в j-й строке и в i-м столбце исходной матрицы, деленное на определитель исходной матрицы.

Напомним здесь, что Apq = (–1)p+qMpq, где Mpq называется минором и представляет собой определитель, получающийся из определителя detA вычеркиванием p-й строки и q-го столбца.

Рассмотрим пример:
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   detA = 20 + 6 – 24 = 2;
[image: image1669.wmf];
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Еще раз подчеркнем, что обратная матрица существует только для квадратной матрицы с определителем, отличным от нуля!

7.6. Правило Крамера решения квадратных систем линейных уравнений

Пусть мы имеем квадратную систему линейных уравнений:
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ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

K

K

K

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

 

.

.

Ее можно записать в матричной форме:

AX = B,
где

[image: image1672.wmf](
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Если определитель матрицы A не равен нулю, то система имеет единственное решение, определяемое формулами:
[image: image1673.wmf]x
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Здесь (i – определитель n-го порядка, получающийся из опреде​лителя ( матрицы A коэффициентов системы заменой i-го столбца столбцом свободных членов.

Например,
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Отметим, что если определитель матрицы А коэффициентов квадратной системы линейных уравнений равен нулю, то возможен один из двух случаев: либо система несовместна, либо она совместна и неопределенна.

7.7. Элементы векторной алгебры

Определение. Вектором называется направленный отрезок (упорядоченная пара точек). К векторам относится также и нулевой вектор, начало и конец которого совпадают.

Определение. Длиной (модулем) вектора называется расстояние между началом и концом вектора.

[image: image1676.wmf]а
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Определение. Векторы называются коллинеарными, если они расположены на одной или параллельных прямых. Нулевой вектор коллинеарен любому вектору.

Определение. Векторы называются компланарными, если существует плоскость, которой они параллельны. 

Коллинеарные векторы всегда компланарны, но не все компланарные векторы коллинеарны. 

Определение. Векторы называются равными, если они коллинеарны, одинаково направлены и имеют одинаковые модули.

Всякие векторы можно привести к общему началу, т.е. построить векторы, соответственно равные данным и имеющие общее начало. Из определения равенства векторов следует, что любой вектор имеет бесконечно много векторов, равных ему.

Определение. Линейными операциями над векторами называется сложение и умножение на число.

Суммой векторов является вектор - [image: image1677.wmf]b
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Произведение - [image: image1678.wmf]a
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Вектор [image: image1681.wmf]a

r

 сонаправлен с вектором [image: image1682.wmf]b
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Вектор [image: image1685.wmf]a
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 противоположно направлен с вектором [image: image1686.wmf]b

r

([image: image1687.wmf]a

r

(([image: image1688.wmf]b

r
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Свойства векторов.
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3) [image: image1699.wmf]a
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4) [image: image1702.wmf]a
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Определение.

1) Базисом в пространстве называются любые 3 некомпланарных вектора, взятые в определенном порядке.

2) Базисом на плоскости называются любые 2 неколлинеарные векторы, взятые в определенном порядке.

3)Базисом на прямой называется любой ненулевой вектор.

Определение. Если [image: image1716.wmf]3
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 , то числа (, ( и ( - называются компонентами или координатами вектора [image: image1718.wmf]a
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 в этом базисе.

В связи с этим можно записать следующие свойства:

· равные векторы имеют одинаковые координаты,

· при умножении вектора на число его компоненты тоже умножаются на это число,
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· при сложении векторов складываются их соответствующие компоненты.
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Линейная зависимость векторов.
Определение. Векторы [image: image1726.wmf]n

a
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  называются линейно зависимыми, если существует такая линейная комбинация [image: image1727.wmf]0
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Если же только при (i = 0 выполняется [image: image1729.wmf]0
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, то векторы называются линейно независимыми.

Свойство 1. Если среди векторов [image: image1730.wmf]i

a

 есть нулевой вектор, то эти векторы линейно зависимы.

Свойство 2. Если к системе линейно зависимых векторов добавить один или несколько векторов, то полученная система тоже будет линейно зависима.

Свойство 3. Система векторов линейно зависима тогда и только тогда, когда один из векторов раскладывается в линейную комбинацию остальных векторов.

Свойство 4. Любые 2 коллинеарных вектора линейно зависимы и, наоборот, любые 2 линейно зависимые векторы коллинеарны.

Свойство 5. Любые 3 компланарных вектора линейно зависимы и, наоборот, любые 3 линейно зависимые векторы компланарны.

Свойство 6. Любые 4 вектора линейно зависимы.

Декартова система координат.

Зафиксируем в пространстве точку О и рассмотрим произвольную точку М.

Вектор [image: image1731.wmf]ОМ

 назовем радиус- вектором точки М. Если в пространстве задать некоторый базис, то точке М можно сопоставить некоторую тройку чисел – компоненты ее радиус- вектора.

Определение. Декартовой системой координат в пространстве называется совокупность точки и базиса. Точка называется началом координат. Прямые, проходящие через начало координат называются осями координат.

1-я ось – ось абсцисс

2-я ось – ось ординат

3-я ось – ось апликат
Чтобы найти компоненты вектора нужно из координат его конца вычесть координаты начала.

Если заданы точки А(x1, y1, z1),   B(x2, y2, z2), то [image: image1732.wmf]АВ

= (x2 – x1, y2 –  y1, z2 – z1).

Определение. Базис называется ортонормированным, если его векторы попарно ортогональны и равны единице.

Определение. Декартова система координат, базис которой ортонормирован называется декартовой прямоугольной системой координат.

Пример. Даны векторы[image: image1733.wmf]a

r

(1; 2; 3), [image: image1734.wmf]b

r

(-1; 0; 3), [image: image1735.wmf]с

r

(2; 1; -1) и [image: image1736.wmf]d

(3; 2; 2) в некотором базисе. Показать, что векторы [image: image1737.wmf]a

r

, [image: image1738.wmf]b

r

 и  [image: image1739.wmf]с

r

образуют базис и найти координаты вектора [image: image1740.wmf]d

 в этом базисе.

Векторы образуют базис, если они линейно независимы, другими словами, если  уравнения, входящие в систему:
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           линейно независимы.

Тогда [image: image1742.wmf]c
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Это условие выполняется, если определитель матрицы системы отличен от нуля.
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Для решения этой системы воспользуемся методом Крамера.
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Итого, координаты вектора [image: image1753.wmf]d

в базисе [image: image1754.wmf]a
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, [image: image1755.wmf]b
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, [image: image1756.wmf]с

r

:   [image: image1757.wmf]d

 { -1/4, 7/4, 5/2}.

Длина вектора в координатах определяется как расстояние между точками начала и конца вектора. Если заданы две точки в пространстве А(х1, y1, z1), B(x2, y2, z2), то  [image: image1758.wmf]2
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Если точка М(х, у, z) делит отрезок АВ в соотношении (/(, считая от А, то координаты этой точки определяются как:
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;

;

2

1

2

1

2

1

l

+

m

l

+

m

=

l

+

m

l

+

m

=

l

+

m

l

+

m

=

z

z

z

y

y

y

x

x

x


В частном случае координаты середины отрезка находятся как:

x =  (x1 + x2)/2;         y = (y1 + y2)/2;            z = (z1 + z2)/2.

Линейные операции над векторами в координатах.

Пусть заданы векторы в прямоугольной системе координат
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 тогда линейные операции над ними в координатах имеют вид:
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Скалярное произведение векторов.

Определение. Скалярным произведением векторов [image: image1762.wmf]a

r

 и [image: image1763.wmf]b

r

 называется число, равное произведению длин этих сторон на косинус угла между ними.
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Свойства скалярного произведения:

1) [image: image1768.wmf]a
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 = 0.
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 = [image: image1779.wmf]b

r

([image: image1780.wmf]a
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в декартовой прямоугольной системе координат, то
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r

([image: image1796.wmf]b

r

 = xa xb +  ya yb + za zb;

Используя полученные равенства, получаем формулу для вычисления угла между векторами:
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Пример. Найти угол между векторами [image: image1813.wmf]a
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и [image: image1814.wmf]b
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Т.е. [image: image1817.wmf]a
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 = (1, 2, 3),     [image: image1818.wmf]b
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= (6, 4, -2)
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Пример.  Найти скалярное произведение (3[image: image1823.wmf]a
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 - 2[image: image1824.wmf]b
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Пример. Найти угол между векторами [image: image1837.wmf]a
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и [image: image1838.wmf]b
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Т.е. [image: image1841.wmf]a
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 = (3, 4, 5),     [image: image1842.wmf]b

r

= (4, 5, -3)
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Пример. Найти скалярное произведение векторов [image: image1852.wmf]c

b

a

r

r

r

4

3

2

+

+

 и [image: image1853.wmf]c

b

a

r

r

r

7

6

5

+

+

, если [image: image1854.wmf].

3

^

^

^

,

3

,

2

,

1

p

=

=

=

=

=

=

c

b

c

a

b

a

c

b

a

r

r

r

r

r

r

r

r

r


([image: image1855.wmf]c

b

a

r

r

r

4

3

2

+

+

)([image: image1856.wmf]c

b

a

r

r

r

7

6

5

+

+

) = [image: image1857.wmf]+

×

+

×

+

×

+

×

+

×

+

×

c

b

b

b

b

a

c

a

b

a

a

a

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

21

18

15

14

12

10


[image: image1858.wmf]10
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Векторное произведение векторов.

Определение. Векторным произведением векторов [image: image1860.wmf]a
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и [image: image1861.wmf]b
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 называется вектор [image: image1862.wmf]c
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, удовлетворяющий следующим условиям:
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Свойства векторного произведения векторов:
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(xb, yb, zb) в декартовой прямоугольной системе координат с единичными векторами [image: image1896.wmf]k

j

i

r

r

r

,

,

, то

[image: image1897.wmf]a

r

([image: image1898.wmf]b

r

=[image: image1899.wmf]b

b

b

a

a

a

z

y

x

z

y

x

k

j

i

r

r

r


6) Геометрическим смыслом векторного произведения векторов является площадь параллелограмма, построенного на векторах [image: image1900.wmf]a

r

и [image: image1901.wmf]b

r

.


Пример.  Найти векторное произведение векторов  [image: image1902.wmf]k
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Пример. Вычислить площадь треугольника с вершинами А(2, 2, 2), В(4, 0, 3), С(0, 1, 0).
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Пример. Доказать, что векторы [image: image1911.wmf]k
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, т.к. векторы линейно зависимы, то они компланарны.

Пример. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах [image: image1915.wmf]b
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Смешанное произведение векторов.

Определение. Смешанным произведением векторов [image: image1919.wmf]a
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, [image: image1920.wmf]b
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 и [image: image1921.wmf]c

r

 называется число, равное скалярному произведению вектора [image: image1922.wmf]a
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 на вектор, равный векторному произведению векторов [image: image1923.wmf]b
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 и [image: image1924.wmf]c
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Смешанное произведение [image: image1929.wmf]c

b

a

r

r

r

×

×

  по модулю равно объему параллелепипеда, построенного на векторах [image: image1930.wmf]a
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, [image: image1931.wmf]b
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 и [image: image1932.wmf]c
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.

Свойства смешанного произведения:

1)Смешанное произведение равно нулю, если:



а) хоть один из векторов равен нулю;



б) два из векторов коллинеарны;



в) векторы компланарны.
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5) Объем треугольной пирамиды, образованной векторами [image: image1936.wmf]a
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, [image: image1937.wmf]b
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 и [image: image1938.wmf]c
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, равен
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Пример. Доказать, что точки А(5; 7; 2), B(3; 1; -1), C(9; 4; -4), D(1; 5; 0) лежат в одной плоскости.

Найдем координаты векторов: [image: image1943.wmf])
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Найдем смешанное произведение полученных векторов:

[image: image1944.wmf]0
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Таким образом, полученные выше векторы компланарны, следовательно точки A, B, C и D лежат в одной плоскости.

7.8. Уравнения плоскостей и прямых

Общее уравнение плоскости.

Определение. Плоскостью называется поверхность, все точки которой удовлетворяют общему уравнению:

Ax + By + Cz + D = 0,

где А, В, С – координаты вектора [image: image1945.wmf]k
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, являющегося вектором нормали к плоскости.

Возможны следующие частные случаи:

А = 0 – плоскость параллельна оси Ох

В = 0 – плоскость параллельна оси Оу

С = 0 – плоскость параллельна оси Оz
D = 0 – плоскость проходит через начало координат

А = В = 0 – плоскость параллельна плоскости хОу

А = С = 0 – плоскость параллельна плоскости хОz
В = С = 0 – плоскость параллельна плоскости yOz
А = D = 0 – плоскость проходит через ось Ох

В = D = 0 – плоскость проходит через ось Оу

С = D = 0 – плоскость проходит через ось Oz
А = В = D = 0 – плоскость совпадает с плоскостью хОу

А = С = D = 0 – плоскость совпадает с плоскостью xOz
В = С = D = 0 – плоскость совпадает с плоскостью yOz
Уравнение плоскости, проходящей через три точки.

Для того, чтобы через три какие- либо точки пространства можно было провести единственную плоскость, необходимо, чтобы эти точки не лежали на одной прямой.

Рассмотрим точки М1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3) в общей декартовой системе координат.

Для того, чтобы произвольная точка М(x, y, z) лежала в одной плоскости с точками М1, М2, М3 необходимо, чтобы векторы [image: image1946.wmf]M
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Уравнение плоскости, проходящей через три точки:

[image: image1949.wmf]0
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Уравнение плоскости по точке и вектору нормали.

Теорема. Если в пространстве задана точка М0(х0, у0, z0), то уравнение плоскости, проходящей через точку М0 перпендикулярно вектору нормали [image: image1950.wmf]N

(A, B, C) имеет вид:  

A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0.

Доказательство. Для произвольной точки М(х, у, z), принадлежащей плоскости, составим вектор [image: image1951.wmf])

,

,

(

0

0

0

0

z

z

y

y

x

x

M

M

-

-

-

=

. Т.к. вектор [image: image1952.wmf]N

 - вектор нормали, то он перпендикулярен плоскости, а, следовательно, перпендикулярен и вектору [image: image1953.wmf]M
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. Тогда скалярное произведение
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Таким образом, получаем уравнение плоскости
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Теорема доказана.

Уравнение плоскости в отрезках.

Если в общем уравнении Ах + Ву + Сz + D = 0 поделить обе части на (-D)

[image: image1957.wmf]0

1

=

-

-

-

-

z

D

C

y

D

B

x

D

A

,

заменив [image: image1958.wmf]c
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, получим уравнение плоскости в отрезках:
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Числа a, b, c являются точками пересечения плоскости соответственно с осями х, у, z.

Уравнение плоскости в векторной форме.
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- радиус- вектор текущей точки М(х, у, z),

[image: image1962.wmf]g
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 - единичный вектор, имеющий направление, перпендикуляра, опущенного на плоскость из начала координат.

(, ( и ( - углы, образованные этим вектором с осями х, у, z.

p – длина этого перпендикуляра.

В координатах это уравнение имеет вид:

xcos( + ycos( + zcos( - p = 0.

Расстояние от точки до плоскости.

Расстояние от произвольной точки М0(х0, у0, z0)  до плоскости Ах+Ву+Сz+D=0 равно:
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Пример. Найти уравнение плоскости, зная, что точка Р(4; -3; 12) – основание перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту плоскость.
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Таким образом, A = 4/13;  B = -3/13;   C = 12/13, воспользуемся формулой:

A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0.
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[image: image1966.wmf].
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Пример. Найти уравнение плоскости, проходящей через две точки P(2; 0; -1) и Q(1; -1; 3)  перпендикулярно плоскости 3х + 2у – z + 5 = 0.

Вектор нормали к плоскости 3х + 2у – z + 5 = 0 [image: image1967.wmf])
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параллелен искомой плоскости.

Получаем:
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Пример. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки А(2, -1, 4) и В(3, 2, -1) перпендикулярно плоскости х + у + 2z – 3 = 0.

Искомое уравнение плоскости имеет вид: Ax + By + Cz + D = 0, вектор нормали к этой плоскости [image: image1969.wmf]1

n

(A, B, C). Вектор [image: image1970.wmf]AB

(1, 3, -5) принадлежит плоскости. Заданная нам плоскость, перпендикулярная искомой имеет вектор нормали [image: image1971.wmf]2

n

(1, 1, 2). Т.к. точки А и В принадлежат обеим плоскостям, а плоскости взаимно перпендикулярны, то 

[image: image1972.wmf].
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Таким образом, вектор нормали [image: image1973.wmf]1

n

(11, -7, -2). Т.к. точка А принадлежит искомой плоскости, то ее координаты должны удовлетворять уравнению этой плоскости, т.е. 11(2 + 7(1 - 2(4 + D = 0;    D = -21.

Итого, получаем уравнение плоскости: 11x - 7y – 2z – 21 = 0.

Пример. Найти уравнение плоскости, зная, что точка Р(4, -3, 12) – основание перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту плоскость.

Находим координаты вектора нормали [image: image1974.wmf]OP

= (4,  -3, 12). Искомое уравнение плоскости имеет вид: 4x – 3y + 12z + D = 0. Для нахождения коэффициента D подставим в уравнение координаты точки Р: 

16 + 9 + 144 + D = 0

D = -169

Итого, получаем искомое уравнение: 4x – 3y + 12z – 169 = 0

Уравнение прямой на плоскости.

Определение. Любая прямая на плоскости может быть задана уравнением первого порядка

Ах + Ву + С = 0,

причем постоянные А, В не равны нулю одновременно, т.е. А2 + В2 ( 0. Это уравнение первого порядка называют общим уравнением прямой.
В зависимости от значений постоянных А,В и С возможны следующие частные случаи:

· C = 0, А ( 0, В ( 0 – прямая проходит через начало координат

· А = 0, В ( 0, С ( 0 { By + C = 0}- прямая параллельна оси Ох

· В = 0, А ( 0, С ( 0 { Ax + C = 0} – прямая параллельна оси Оу

· В = С = 0, А ( 0 – прямая совпадает с осью Оу

· А = С = 0, В ( 0 – прямая совпадает с осью Ох

Уравнение прямой может быть представлено в различном виде в зависимости от каких – либо заданных начальных условий.

Уравнение прямой по точке и вектору нормали.

Определение. В декартовой прямоугольной системе координат вектор с компонентами (А, В) перпендикулярен прямой , заданной уравнением Ах + Ву + С = 0.

Пример. Найти уравнение прямой, проходящей через точку А(1, 2) перпендикулярно вектору [image: image1975.wmf]n

r

(3, -1).

Составим при А = 3 и В = -1 уравнение прямой: 3х – у + С = 0. Для нахождения коэффициента С подставим в полученное выражение координаты заданной точки А.

Получаем: 3 – 2 + C = 0, следовательно С = -1.

Итого: искомое уравнение: 3х – у – 1 = 0.

Уравнение прямой, проходящей через две точки.

Пусть в пространстве заданы две точки M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2), тогда уравнение прямой, проходящей через эти точки:

[image: image1976.wmf]1
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Если какой- либо из знаменателей равен нулю, следует приравнять нулю соответствующий числитель.

На плоскости записанное выше уравнение прямой упрощается:

[image: image1977.wmf])
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если х1 ( х2  и х = х1, еслих1 = х2.

Дробь [image: image1978.wmf]1
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= k называется угловым коэффициентом прямой.

Пример. Найти уравнение прямой, проходящей через точки А(1, 2) и В(3, 4).

Применяя записанную выше формулу, получаем:
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Уравнение прямой по точке и угловому коэффициенту.

Если общее уравнение прямой Ах + Ву + С = 0 привести к виду:

[image: image1980.wmf]B
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и обозначить [image: image1981.wmf]b
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, то полученное уравнение называется уравнением прямой с угловым коэффициентом k.

Уравнение прямой в отрезках.

Если в общем уравнении прямой Ах + Ву + С = 0 С ( 0, то, разделив на –С, получим:[image: image1982.wmf]1
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[image: image1983.wmf]1
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Геометрический смысл коэффициентов в том, что коэффициент а является координатой точки пересечения прямой с осью Ох, а b – координатой точки пересечения прямой с осью Оу.

Пример. Задано общее уравнение прямой х – у + 1 = 0. Найти уравнение этой прямой в отрезках.

С = 1, [image: image1985.wmf]1

1
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х

,       а = -1,   b = 1.

Пример. Дано общее уравнение прямой 12х – 5у – 65 = 0. Требуется написать различные типы уравнений этой прямой.

уравнение этой прямой в отрезках: [image: image1986.wmf]1
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уравнение этой прямой с угловым коэффициентом: (делим на 5) [image: image1987.wmf].
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Cледует отметить, что не каждую прямую можно представить уравнением в отрезках, например, прямые, параллельные осям или проходящие через начало координат.

Пример. Прямая отсекает на координатных осях равные положительные отрезки. Составить уравнение прямой, если площадь треугольника, образованного этими отрезками равна 8 см2.

Уравнение прямой имеет вид: [image: image1988.wmf]1
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,           a = b = 1;     ab/2 = 8;          a = 4; -4.

a = -4 не подходит по условию задачи.

Итого: [image: image1989.wmf]1
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   или х + у – 4 = 0.

Пример. Составить уравнение прямой, проходящей через точку А(-2, -3) и начало координат.

Уравнение прямой имеет вид: [image: image1990.wmf]1
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, где х1 =  у1 = 0;  x2 = -2; y2 = -3.

[image: image1991.wmf].
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Уравнение прямой, проходящей через данную точку перпендикулярно данной прямой.

Определение. Прямая, проходящая через точку М1(х1, у1) и перпендикулярная к прямой у = kx + b представляется уравнением:

[image: image1992.wmf])
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Расстояние от точки до прямой.

Теорема. Если задана точка М(х0, у0), то расстояние до прямой Ах + Ву + С =0 определяется как

[image: image1993.wmf]2
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Доказательство. Пусть точка М1(х1, у1) – основание перпендикуляра, опущенного из точки М на заданную прямую. Тогда расстояние между точками М и М1:
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Координаты x1 и у1 могут быть найдены как решение системы уравнений:

[image: image1995.wmf]î
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Второе уравнение системы – это уравнение прямой, проходящей через заданную точку М0 перпендикулярно заданной прямой.

Если преобразовать первое уравнение системы к виду:

A(x – x0) + B(y – y0) + Ax0 + By0 + C = 0,

то, решая, получим:

[image: image1996.wmf])
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Подставляя эти выражения в уравнение (1), находим: 

[image: image1997.wmf]2
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Теорема доказана.

Пример. Показать, что прямые 3х – 5у + 7 = 0 и 10х + 6у – 3 = 0 перпендикулярны.

Находим: k1 = 3/5,    k2 = -5/3,  k1k2 = -1, следовательно, прямые перпендикулярны.

Пример. Даны вершины треугольника А(0; 1), B(6; 5), C(12; -1). Найти уравнение высоты, проведенной из вершины С.

Находим уравнение стороны АВ: [image: image1998.wmf]4
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;     4x = 6y – 6; 

2x – 3y + 3 = 0; [image: image1999.wmf].
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Искомое уравнение высоты имеет вид: Ax + By + C = 0 или y = kx + b.

k = [image: image2000.wmf]2
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. Тогда y = [image: image2001.wmf]b
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Т.к. высота проходит через точку С, то ее координаты удовлетворяют данному уравнению: [image: image2002.wmf],
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откуда b = 17. Итого: [image: image2003.wmf]17
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Ответ: 3x + 2y – 34 = 0.

Уравнение линии в пространстве.

Пусть F(x, y, z) = 0 и Ф(x, y, z) = 0 – уравнения поверхностей, пересекающихся по линии L.

Тогда пару уравнений
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назовем уравнением линии в пространстве.

Уравнение прямой в пространстве по точке и направляющему вектору.

Возьмем произвольную прямую и вектор [image: image2005.wmf]S

r

(m, n, p), параллельный данной прямой. Вектор [image: image2006.wmf]S

r

называется направляющим вектором прямой.

На прямой возьмем две произвольные точки М0(x0, y0, z0) и M(x, y, z).

Обозначим радиус- векторы этих точек как [image: image2007.wmf]0

r

и [image: image2008.wmf]r

r

, очевидно, что [image: image2009.wmf]r

r

- [image: image2010.wmf]0

r

 = [image: image2011.wmf]М

М
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.

Т.к. векторы 
[image: image2012.wmf]М

М

0

и [image: image2013.wmf]S

r

 коллинеарны, то верно соотношение [image: image2014.wmf]М

М

0

= [image: image2015.wmf]S

r

t, где t – некоторый параметр.

Итого, можно записать: [image: image2016.wmf]r

r

= [image: image2017.wmf]0

r

 + [image: image2018.wmf]S

r

t.

Т.к. этому уравнению удовлетворяют координаты любой точки прямой, то полученное уравнение – параметрическое уравнение прямой.

Это векторное уравнение может быть представлено в координатной форме:

[image: image2019.wmf]ï
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Преобразовав эту систему и приравняв значения параметра t, получаем канонические уравнения прямой в пространстве:
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Определение. Направляющими косинусами прямой называются направляющие косинусы вектора [image: image2021.wmf]S

r

, которые могут быть вычислены по формулам:

[image: image2022.wmf]2
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Отсюда получим: m : n : p = cos( : cos( : cos(. 

Числа m, n, p называются угловыми коэффициентами прямой. Т.к. [image: image2025.wmf]S

r

- ненулевой вектор, то m, n и p не могут равняться нулю одновременно, но одно или два из этих чисел могут равняться нулю. В этом случае в уравнении прямой следует приравнять нулю соответствующие числители.

Уравнение прямой в пространстве, проходящей через две точки.

Если на прямой в пространстве отметить две произвольные точки M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2), то координаты этих точек должны удовлетворять полученному выше уравнению прямой:
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Кроме того, для точки М1 можно записать:
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Решая совместно эти уравнения, получим:

[image: image2028.wmf]1
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Это уравнение прямой, проходящей через две точки в пространстве.

Общие уравнения прямой в пространстве.

Уравнение прямой может быть рассмотрено как уравнение линии пересечения двух плоскостей.

Как было рассмотрено выше, плоскость в векторной форме может быть задана уравнением:

[image: image2029.wmf]N

r

([image: image2030.wmf]r

r

+ D = 0, где

[image: image2031.wmf]N

r

- нормаль плоскости; [image: image2032.wmf]r

r

- радиус- вектор произвольной точки плоскости.

Пусть в пространстве заданы две плоскости: [image: image2033.wmf]1

N

([image: image2034.wmf]r

r

+ D1 = 0 и [image: image2035.wmf]2

N

([image: image2036.wmf]r

r

+ D2 = 0, векторы нормали имеют координаты: [image: image2037.wmf]1

N

(A1, B1, C1), [image: image2038.wmf]2

N

(A2, B2, C2); [image: image2039.wmf]r

r

(x, y, z).

Тогда общие уравнения прямой в векторной форме:
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Общие уравнения прямой в координатной форме:

[image: image2041.wmf]î
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Практическая задача часто состоит в приведении уравнений прямых в общем виде к каноническому виду.

Для этого надо найти произвольную точку прямой и числа m, n, p.

При этом направляющий вектор прямой может быть найден как векторное произведение векторов нормали к заданным плоскостям.

[image: image2042.wmf].
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Пример. Найти каноническое уравнение, если прямая задана в виде:

[image: image2043.wmf]î
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Для нахождения произвольной точки прямой, примем ее координату х = 0, а затем подставим это значение в заданную систему уравнений.
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, т.е. А(0, 2, 1).

Находим компоненты направляющего вектора прямой.

[image: image2045.wmf].
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Тогда канонические уравнения прямой:

[image: image2046.wmf].
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Пример.  Привести к каноническому виду уравнение прямой, заданное в виде:
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Для нахождения произвольной точки прямой, являющейся линией пересечения указанных выше плоскостей, примем z = 0. Тогда:

[image: image2048.wmf]x
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2x – 9x – 7 = 0;

x = -1; y = 3;

Получаем: A(-1; 3; 0).

Направляющий вектор прямой: [image: image2049.wmf]k
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Итого: [image: image2050.wmf];
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Условия параллельности и перпендикулярности плоскостей.

Для того, чтобы плоскости были перпендикулярны необходимо и достаточно, чтобы косинус угла между плоскостями равнялся нулю. Это условие выполняется, если:
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Плоскости параллельны, векторы нормалей коллинеарны: [image: image2052.wmf]1
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Условия параллельности и перпендикулярности прямых в пространстве.

Чтобы две прямые были параллельны необходимо и достаточно, чтобы направляющие векторы этих прямых были коллинеарны, т.е. их соответствующие координаты были пропорциональны.
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Чтобы две прямые были перпендикулярны необходимо и достаточно, чтобы направляющие векторы этих прямых были перпендикулярны, т.е. косинус угла между ними равен нулю.
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Тема 8: Функции нескольких переменных 
8.1. Основные понятия

Пусть имеется n+1 переменная x1, x2, ..., xn, y, которые связаны между собой так, что каждому набору числовых значений переменных x1, x2, ..., xn соответствует единственное значение переменной y. Тогда говорят, что задана функция f от n переменных. Число y, поставленное в соответствие набору x1, x2, ..., xn называется значением функции f в точке (x1, x2, ..., xn), что записывается в виде формулы y = f(x1,x2,..., xn) или y =y(x1,x2,..., xn).
Переменные x1, x2, ..., xn являются аргументами этой функции, а переменная y ‑ функцией от n  переменных.

Далее будем говорить лишь о функции двух переменных. Для функций большего числа переменных все факты, о которых будет идти речь, или аналогичны или сохраняются без всякого изменения. Аргументы функции двух переменных будем обозначать как правило x и y, а значение функции ( z.

[image: image2057.wmf]
Будем говорить, что задана функция двух переменных, если любой паре чисел (x,y) из некоторого множества D упорядоченных пар чисел поставлено в соответствие единственное число, которое обозначается f(x,y) и называется значением функции f в точке (x,y).

Множество D называется областью определения функции.

Поскольку любую пару чисел x,y можно рассматривать как пару координат точки M на плоскости, вместо z=f(x,y) можно писать z=f(M).При этом аргументами функции будут координаты x,y точки M.

Числа x,y можно рассматривать как координаты вектора [image: image2058.wmf]r

, исходящего из начала координат и с концом в точке M(x,y). Тогда функция двух переменных будет функцией вектора, что записывается в виде формулы z = f([image: image2059.wmf]r

), причем аргументами функции являются координаты вектора [image: image2060.wmf]r

.

График функции двух переменных есть множество точек (x,y,f(x,y)), где (x,y)(D. График представляет собой некоторую поверхность. Пример такой поверхности приводится на рисунке 1.
[image: image2061.wmf]
Очевидно, что нельзя ввести понятия возрастания или убывания (монотонности) функции двух переменных. Рассмотрим график некоторой функции z=f(x,y), изображенный на рисунке 2. Из точки M(x,y) в плоскости X,Y проведем два луча l1 и l2 , определяющих некоторые направления. Можно говорить, что в точке M функция f в направлении l1 возрастает, а в направлении l2 убывает. Это означает, что для любой точки M1 , лежащей на луче l1 достаточно близко к точке M, выполняется неравенство f(M1) ( f(M). Для любой точки M2 , лежащей на луче l2 достаточно близко к точке M, выполняется неравенство f(M2) ( f(M).

Одним из подходов к исследованию функций двух переменных является изучение поведения функции в точке, то есть определение направлений, в которых функция убывает или возрастает, и определение скорости возрастания или убывания.

Можно использовать другой подход. Пусть имеется функция z = f(x,y) c графиком, представляющим собой некоторую поверхность.

[image: image2062.wmf]
Рассмотрим сечение графика функции плоскостью z=C (эта плоскость параллельна плоскости XOY и пересекает ось Z в точке z=C ). Спроектируем линию пересечения этой плоскости с поверхностью z = f(x,y) на плоскость XOY и получим так называемую линию уровня C функции z = f(x,y). Линия уровня представляет собой множество всех точек в плоскости XOY, для которых выполняется равенство f(x,y) = C. Придавая различные значения параметру C, можно получить множество линий уровня функции f(x,y). Если для каждой линии уровня указать соответствующее ей значение C, то получится топографическая карта поверхности, представляющей собой график функции.

В микроэкономике, в предположении что потребитель приобретает лишь два вида товаров: A и B, вводится понятие общей полезности TU, как функции двух аргументов: Q1 и Q2 – количеств потребленных товаров A и B, соответственно: 

TU = TU(Q1,Q2).                                                                 
(8.2.1)

Очевидно, что все линии уровня функции TU(Q1,Q2) составляют семейство кривых безразличия (Курс экономической теории. Под общей редакцией проф. Чепурина М.Н. 1995, стр. 125).

Пусть в плоскости XOY заданы две точки: M0(x0,y0) и M1(x1,y1). Расстояние ( между этими точками рассчитывается по формуле
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(8.2.2)

Пусть (  ‑ некоторое положительное число. (-окрестностью V( точки M0(x0,y0) называется множество всех точек, координаты x,y которых удовлетворяют неравенствам
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Очевидно, что (-окрестность точки M0(x0,y0) представляет собой круг радиуса (  с выколотым центром.

Точка M0(x0,y0) называется точкой минимума функции z = f(x,y), если существует такое положительное число ( , что из условия M(x,y) ( V( (x0,y0) следует f(x,y) > f(x0,y0). 

Точка M0(x0,y0) называется точкой максимума функции z = f(x,y), если существует такое положительное число ( , что из условия M(x,y) ( V( (x0,y0) следует: f(x,y) < f(x0,y0). 

Точки минимума и максимума называются точками экстремума.

Число A называется пределом функции z = f(x,y) в точке M0(x0,y0): 
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если для произвольного числа ( > 0 найдется такое число ( > 0, что для всех точек M(x,y) из (-окрестности точки M0(x0,y0) выполняется неравенство 
|f(x,y) - A|<( .

Функция z = f(x,y) называется непрерывной в точке M0(x0,y0), если 

[image: image2066.wmf](
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Два последних определения фактически повторяют определения предела и непрерывности в точке для функции одной переменной.

8.2. Частные производные

Частной производной по x функции z = f(x,y) в точке M0(x0,y0) называется предел

 [image: image2067.wmf][image: image2068.wmf](
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если этот предел существует. Обозначается эта частная производная любым из следующих символов:
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Частная производная по x есть обычная производная от функции z = f(x,y), рассматриваемой как функция только от переменной x при фиксированном значении переменной y.

Совершенно аналогично можно определить частную производную по y функции z = f(x,y) в точке M0(x0,y0):
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[image: image2074.wmf]
В пространстве XYZ условие y = y0 описывает плоскость P, перпендикулярную оси OY и пересекающую эту ось в точке y0. Плоскость P пересекается с графиком функции z = f(x,y), вдоль некоторой линии L, как показано на рисунке 1. Тангенс угла между плоскостью XOY и касательной к линии L в точке с координатами x0,y0 равен частной производной по x функции z = f(x,y) в этой точке. В этом состоит геометрический смысл частной производной.

Аналогичное заключение можно сделать относительно частной производной по y. 

Приведем примеры вычисления частных производных. Как говорилось выше, для вычисления частной производной по x функции z = f(x,y) нужно положить переменную y равной константе, а при нахождении частной производной по y нужно считать константой переменную x.

Примеры. 
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2. [image: image2076.wmf](
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Если частные производные функции z = f(x,y) существуют на некотором множестве, а точка, в которой вычисляются частные производные несущественна, то пользуются более короткими обозначениями:
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Сами частные производные могут являться функциями от нескольких переменных на некотором множестве. У этих функций тоже могут существовать частные производные по x и по y. Они называются вторыми частными производными или частными производными второго порядка и обозначаются zxx((, zyy((, zxy(( или [image: image2078.wmf]y
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. Согласно определению [image: image2079.wmf](
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Последняя частная производная второго порядка называется смешанной. Смешанная частная производная второго порядка, вообще говоря, зависит от того, в какой последовательности берутся переменные, по которым вычисляется производная. Так, производная zxy(( = (zx( )y( может не быть равной zyx(( = (zy( )x(. Однако существует теорема, утверждающая, что если смешанные частные производные второго порядка непрерывны, то они не зависят от того, в какой последовательности вычислялись частные производные по x и по y. (Рекомендуем читателю самому убедиться в справедливости этой теоремы для функций, рассмотренных в приведенных выше примерах 1 и 2.)

Отметим очень важное отличие функции двух переменных от функции одной переменной. Из существования первых частных производных в точке не следует непрерывность функции в этой точке. Рассмотрим, например, функцию
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График этой функции во всех точках, не принадлежащих осям координат OX и OY, представляет собой плоскость, параллельную плоскости XOY, поднятую на 1. Сами эти оси координат также принадлежат графику рассматриваемой функции. Очевидно, что в точке (0,0) функция имеет частные производные по обоим аргументам, обе равные нулю. Очевидно также, что в любой окрестности точки (0,0) можно найти точку M такую, что f(M) = 1, в то время как f(0, 0) = 0. Это означает существование разрыва функции в точке (0,0). (Пример взят из книги О.С.Ивашева-Мусатова “Начала математического анализа”).

8.3. Дифференциал функции двух переменных

Рассмотрим функцию z = f(x,y), имеющую в точке Р0(х0,у0) частные производные f(x(х0,у0) и f(у(х0,у0). Перейдём от точки Р0 к точке R0(x0+(x,y0+(у), придавая переменным х и у в точке Р0 произвольные приращения (x и (у, соответственно. При этом функция в точке Р0 получит приращение
(f(х0,у0) = f(x0+(x,y0+(y) – f(x0,y0) = f(R0) – f(P0).

Если приращение функции f(x,y) можно представить в виде

(f(х0,у0) = f(x(х0,у0)(x + f(у(х0,у0)(у + (((x;(у) (x + (((x;(у)(у,                                  
(8.3.1)

где [image: image2082.wmf](
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, то функция называется дифференцируемой в точке Р0(х0,у0). 

Сумма первых двух слагаемых в правой части равенства (8.3.1) называется дифференциалом функции f(x,y) в точке Р0 и обозначается df(x0,y0):

df(x0,y0) = f(x(х0,у0)(x + f(у(х0,у0)(у.                                 (8.3.2)

Если точка, в которой вычисляется дифференциал не существенна, его принято обозначать просто df. Из определения следует, что дифференциал представляет собой главную часть приращения функции, линейную относительно приращений её аргументов. Полагая поочерёдно f(x,y) = х и f(x,y) = у, получим, что дифференциалы dх и dy независимых аргументов функции х и у равны соответственно (x  и (у . Таким образом

df = f(x dх + f(у dу.

Раньше говорилось о том, что из существования частных производных в точке не следует непрерывности функции в этой точке. Однако, из справедливости равенства (1) следует
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а это означает непрерывность функции в точке (х0,у0). Следовательно, дифференцируемая в точке функция обязательно непрерывна в этой точке. 

Из сказанного следует, что существование обеих частных производных функции в точке не означает, что функция дифферен​цируема в этой точке. В курсе математического анализа доказывается теорема, что функция дифференцируема в точке, если обе частные производные этой функции непрерывны в этой точке.

На рисунке 1 график функции z = f(x,y) представляет собой поверхность F. Длина отрезка Р0Р равна значению функции z в точке P0, 

[image: image2084.wmf]
то есть (Р0Р( = f(x0,y0) (на рисунке для наглядности поверхность F выбрана так, что все рассматриваемые значения функции и приращения в точке P0 положительны, но это не ограничивает справедливости приведенных выше выводов и формул в общем случае). Координатами точек Q0, S0 и R0 являются пары чисел соответственно (x0,y0+(у); (x0+(x,y0) и (x0+(x,y0+(у), причём (Q0Q( = f(Q0), (S0S( = f(S0) и (R0R( = f(R0). Приращение (f(х0,у0) функции в точке Р0 равно (RR2(.

Параллелограмм PQ1R1S1 лежит в плоскости, которая касается поверхности F в точке Р. Прямоугольник PQ2R2S2 расположен в горизонтальной плоскости. Очевидно: (Q2Q1( = f(y(x0,y0)(y и (S2S1( = f(x(x0,y0)(x.

Из легко доказываемого равенства 

(R2R1( = (S2S1( + (Q2Q1(
и формулы (8.3.2) следует, что дифференциал функции в точке Р0 равен (R2R1(.

Так как df(x0,y0) ( (f(x0,y0), дифференциал df даёт приближенное значение приращения функции при малых значениях приращений аргументов.

8.4. Экстремум функции двух переменных

Точка M0(x0,y0) является точкой максимума (минимума) функции z = f(x,y), если найдется такая окрестность точки M0, что для всех точек M(x,y) из этой окрестности выполняется неравенство  f(x,y)< f(x0,y0) ( f(x,y)> f(x0,y0)).
Точки максимума и минимума называются точками экстремума.

[image: image2085.wmf]
Сформулируем необходимое условие экстремума. Если в точке экстремума существует первая частная производная (по какому-либо аргументу), то она равна нулю.

Точки экстремума дифференцируемой функции (то есть функции, имеющей непрерывные частные производные во всех точках некоторой области) надо искать только среди тех точек, в которых все первые частные производные равны нулю.

Там, где выполняется необходимое условие, экстремума может и не быть (здесь полная аналогия с функцией одной переменной).

Пример:

z = xy; zx( = y; zy( = x; zx((0,0) = 0; zy((0,0) = 0.

Обе частные производные в точке (0,0)  обращаются в 0. Однако точка (0,0)  не является точкой экстремума, так как в ней самой z = 0, а в любой её окрестности есть точки, где z(x,y) > 0 (это точки, лежащие внутри первого и третьего координатных углов), и есть точки, где z(x,y) < 0 (это точки, лежащие внутри второго и четвертого координатных углов).

Для ответа на вопрос, является ли точка области определения функции точкой экстремума, нужно использовать достаточное условие экстремума. Ниже приводится его формулировка.
Пусть zx((x0,y0) = 0 и zy((x0,y0) = 0, а вторые частные производные функции z непрерывны в некоторой окрестности точки (x0,y0). Введем обозначения: A = zxx(((x0,y0); B = zxy(((x0,y0); C = zyy(((x0,y0); D = AC - B2.

Тогда, если D < 0, то в точке (x0,y0) экстремума нет.

Если D > 0, то в точке (x0,y0) экстремум функции z, причем если A > 0, то минимум, а если A < 0, то максимум.

Если D = 0, то экстремум может быть, а может и не быть. В данном случае требуются дополнительные исследования.

Исследование функции двух переменных на экстремум сводится к следующему: сначала выписываются необходимые условия экстремума:

zx((x,y) = 0;

zy((x,y) = 0

которые рассматриваются как система уравнений. Ее решением является некоторое множество точек. В каждой из этих точек вычисляются значения D и проверяется выполнение достаточных условий экстремума.

8.5. Метод наименьших квадратов

Пусть проводится n однородных испытаний или экспериментов, и результатом каждого испытания является пара чисел – значений некоторых переменных x и y. Испытание с номером i приводит к числам xi, yi. В качестве испытания можно, например, рассматривать выбор определенного предприятия в данной отрасли промышленности, величиной x считать объем производства продукции (например в миллионах рублей), величиной y – объем экспорта этого вида продукции (в миллионах рублей), и обследовать n предприятий отрасли.
Итогом этих испытаний является таблица:
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где каждому числу xi (величину [image: image2094.wmf]x

 рассматриваем как независимый показатель или фактор) поставлено в соответствие число [image: image2095.wmf]y

i

 (величину [image: image2096.wmf]y

 рассматриваем как зависимый показатель – результат).

В качестве значений [image: image2097.wmf]x

i

 часто рассматриваются моменты времени: t1, t2, ..., tn, взятые через равные промежутки. Тогда таблица
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называется временным рядом.

Нас интересует вопрос, как найти приближенную формулу для функции y = f(x), которая “наилучшим образом” описывала бы данные таблицы.

Пусть точки с координатами (xi,yi) группируются на плоскости вдоль некоторой прямой. Задача заключается в том, чтобы найти параметры a0 и a1 этой прямой:

y = a0 + a1x,                                                                                   (8.5.1)

причем это нужно сделать так, чтобы она лучше любой другой прямой соответствовала расположению на плоскости экспериментальных точек (xi, yi). 

Признаком наилучшей прямой считается минимум суммы квадратов отклонений фактических значений y, полученных из таблицы, от вычисленных по формуле (8.5.1). Эта сумма квадратов рассчитывается по формуле

S2 = (y1 – (a0 + a1x1))2 + (y2 – (a0 + a1x2))2 +...+ (yn – (a0 + a1xn))2 =
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Обратим внимание на то, что все xi и yi — известные из таблицы числа, а S2 есть функция двух переменных a0 и a1.

S2 = S2(a0,a1) 

Можно показать, что график функции S2 выглядит примерно так, как изображено на рисунке. Единственная точка, в которой обе частные производ​ные [image: image2107.wmf]0
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 равны нулю, является точкой минимума.
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Отсюда следует, что точку минимума можно искать, используя лишь необходимые условия экстремума:
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На самом деле для фунуции S2 = S2(a0,a1) достаточно легко проверить выполнение достаточных условия экстремума, тогда не нужно обращаться к графику функции. Проверку выполнения достаточных условий предоставляем читателю сделать самому.

Уравнения (8.5.2) и (8.5.3) можно преобразовать:
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Получилась так называемая система нормальных уравнений относительно неизвестных величин a0 и a1.

Формула (8.5.1) с параметрами a0, a1 определенными из системы (8.5.4), называется уравнением регрессии. Прямая линия, описываемая этим уравнением, называется линией регрессии. Для временных рядов обычно вместо слова “регрессия” употребляется слово тренд.

Если экспериментальные точки в плоскости [image: image2113.wmf]XOY

 группируются вдоль некоторой кривой линии, то можно подобрать вместо формулы (8.5.1) другую подходящую формулу, например, y = a0 + a1x + a2x2 или y = a0 exp(a1x) с параметрами соответственно a0, a1, a2 и a0, a1, подставить ее в выражение [image: image2114.wmf](
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 и искать минимум получившейся функции S2 при помощи частных производных по параметрам.

Тема 8: Функции нескольких переменных 
Упражнения

Найти частные производные первого порядка от следующих функций:
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Тема 9: Обыкновенные дифференциальные уравнения 
9.1. Модель установления равновесной рыночной цены
Среди математических моделей, которые предназначены для описания динамики изменения во времени характеристик физических, биологических, экономических, социальных и прочих систем, наиболее распространенной моделью являются дифференциальные уравнения. Начнем с примера, который иллюстрирует появление дифференциального уравнения в экономической теории. 
Рассмотрим некоторые детали процесса установления равновесной рыночной цены какого-либо товара. Будем полагать, как обычно, что в любой момент времени [image: image2121.wmf]t

 условием рыночного равновесия является равенство объемов предложения [image: image2122.wmf])
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 и спроса [image: image2123.wmf])

(

t

Q
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. Типичный вид зависимостей предложения и спроса от цены товара представлен на рис.1. 

Рис. 1.
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Будем считать эти зависимости линейными, однако учтем тот факт, что спрос [image: image2126.wmf])
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 определяется ценой товара [image: image2127.wmf])
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 в тот же момент времени, а предложение [image: image2128.wmf])
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 – ценой в более ранний момент времени. Обозначим интервал отставания предложения от цены через [image: image2129.wmf]t
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где [image: image2131.wmf]D
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 - некоторые константы. Приравнивая предложение и спрос, получаем соотношение
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где [image: image2133.wmf]B

D

B

A

C

-

=

-

=

b

a

,

. Считая параметр запаздывания [image: image2134.wmf]t

 малым, левую часть (9.1.2) можно разложить по формуле Тейлора и оставить в этом разложении лишь слагаемые первой и второй степени по параметру [image: image2135.wmf]t

. Таким образом, мы получаем дифференциальное уравнение, которое связывает искомую функцию [image: image2136.wmf])
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Для некоторого набора параметров [image: image2140.wmf]t
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 график решения дифференциального уравнения (9.1.3) представлен на рис.10.2.

В теории дифференциальных уравнений принята следующая классификация. Если уравнение связывает искомую функцию нескольких переменных и ее частные производные, то оно называется дифференциальным уравнением в частных производных. Если уравнение связывает независимую переменную, искомую функцию одной этой независимой переменной и ее производные различных порядков, то оно называется обыкновенным дифференциальным уравнением. Мы будем рассматривать лишь обыкновенные дифференциальные уравнения.

9.2. Дифференциальные уравнения первого порядка

Начнем с дифференциальных уравнений первого порядка. Это уравнения, в которые входит лишь первая производная неизвестной функции. Это уравнение может быть записано в виде
F(x,y,y() = 0.
                                                                (9.2.1)

Здесь x ‑ независимая переменная, y ‑ неизвестная функция, [image: image2141.wmf]dx
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 ‑ производная функции y, F ‑ заданная функция трех переменных. Функция F может быть задана не для всех значений её аргументов, поэтому можно говорить об области B определения функции F координатного пространства, то есть о множестве точек координатного пространства трех переменных x,y,y(.

Приведем примеры дифференциальных уравнений первого порядка:

y( – x4 = 0;                 xsiny( – lny = 0;                     xcosy + (y( – y2)sinx = 0.

Решением уравнения (9.2.1) называется такая функция y = ((x), определенная на некотором промежутке (x1, x2), что при подстановке её вместо y в уравнение (9.2.1) получается верное равенство на всем промежутке (x1, x2). Очевидно, что подстановка y = ((x) возможна только тогда, когда функция ((x) на промежутке (x1, x2) имеет первую производную. Необходимо также, чтобы при любом значении переменной x из промежутка (x1, x2) точка с координатами x, y, y( принадлежала множеству B, на котором определена функция F. Совокупность всех решений дифференциального уравнения называется его общим решением.

В некоторых случаях уравнение (9.2.1) определяет переменную y( как функцию независимых переменных x и y:
y( = f(x,y).
                                                                            (9.2.2)

Тогда дифференциальное уравнение (9.2.2) равносильно дифференциальному уравнению (9.2.1) и называется разрешенным относительно производной.

Рассмотрим свойства решений уравнения (9.2.2). Введем в рассмотрение координатную плоскость XY переменных x и y. Мы будем рассматривать лишь такие уравнения, у которых область определения правой части есть некоторая открытая область G в плоскости XY (область называется открытой, если каждая точка входит в неё вместе с некоторой своей окрестностью). Пусть функция y = ((x) – решение уравнения (9.2.2). Тогда график этой функции называется интегральной линией или интегральной кривой. Эта кривая лежит в области G. Если точка (x0, y0) принадлежит области G, то интегральная кривая проходит через эту точку. Интегральная кривая в рассматриваемой точке имеет касательную, угловой коэффициент которой равен 
 (((x0) = f(x0, ((x0)) 

Таким образом, в каждой точке области G можно установить положение касательной к графику решения уравнения (9.2.2), проходящему через эту точку.

[image: image2142.wmf]
Можно себе представить, что в каждой точке области G построен короткий отрезок касательной к интегральной кривой, проходящей через эту точку. Тогда получится чертеж, который называется полем направлений, задаваемым уравнением (9.2.2). Пример приведен на рисунке 1. Таким образом, каждое дифференциальное уравнение вида (9.2.2) задает на плоскости XY в области G поле направлений. Интегральные линии этого уравнения касаются направления, задаваемого полем в этой точке.

9.3. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными

Если в уравнении 
y( = f(x,y).                                                                                       (9.3.1)

f(x,y) = f1(x)f2(y), то такое уравнение называется уравнением с разделяющимися переменными. Его общий вид:
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Предполагая, что f2(y) ( 0, преобразуем последнее уравнение:
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В обеих частях полученного уравнения стоят дифференциалы некоторых функций аргумента х. Из равенства дифференциалов этих функций следует, что сами функции отличаются одна от другой на константу.

Применим изложенный метод к задаче об эффективности рекламы.

Пусть торговой фирмой реализуется некоторая продукция, о которой в момент времени t = 0 из рекламы получили информацию x0 человек из общего числа N потенциальных покупателей. Далее эта информация распространяется посредством общения людей, и в момент времени t > 0 число знающих о продукции людей равно x(t). Сделаем предположение, что скорость роста числа знающих о продукции пропорциональна как числу осведомлённых в данный момент покупателей, так и числу неосведомленных покупателей. Это приводит к дифференциальному уравнению

[image: image2145.wmf])
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Здесь k – положительный коэффициент пропорциональности. Из уравнения получаем равенство дифференциалов двух функций аргумента t:
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Интегрируя левую и правую части, находим общее решение дифферен​циального уравнения:
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В общее решение входит неопределенная константа С. Полагая NC = D, получим равенство:

x/(N – x) = eNkt + D,

из которого определим функцию x(t):
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Здесь E = e–D. Такого вида функция называется логистической, а её график – логистической кривой.

Если теперь учесть, что х(0) = х0 и положить х0 = N/(, где ( > 0, то можно найти значение константы Е. Логистичеcкая функция примет вид:
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На рисунке 2 приведены примеры логистических кривых, полученных при различных значе​ниях (. Здесь величина N условно принималась за 1, а величина k бралась равной 0,5.

С помощью логистической функции описываются многие экономические, социаль​ные, технологичес​кие и биологические процессы, например, постоянный рост продаж, распространение слухов, распространение технических новшеств, рост популяции определенного вида животных и др.

9.4. Линейные дифференциальные уравнения

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение
a0(x)y( + a1(x)y = B(x).                                                                           (9.4.1)

При a0 ( 0 его можно представить в виде:
y( + a(x)y = b(x),                                                                           (9.4.2)

где a(x) = a1(x)/a0(x) и b(x) = B(x)/a0(x).

Если правые части (9.4.1) и (9.4.2) равны нулю, то эти уравнения называются однородными, в противном случае – неоднородными.

Если в уравнении (9.4.1) a0(x) = a0 и a1(x) = a1, то есть эти функции являются константами, то уравнение (9.4.1) называется линейным дифференциальным уравнением первого порядка с постоянными коэффициентами.

Рассмотрим однородное уравнение
y( + ay = 0.
                                                                (9.4.3)

Перепишем его в виде: [image: image2151.wmf]ay
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 или [image: image2152.wmf]adx
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. Последнюю формулу можно рассматривать как равенство дифференциалов функций одного и того же аргумента x. Интегрируя это равенство, получаем lny = –ax + C, или y = e–ax + C, где C ‑ произвольная константа. Если теперь ввести обозначение eC = A, то можно представить так называемое общее решение уравнения (9.4.3) в виде:
y = Ae–ax.
                                                           (9.4.4)

Это решение зависит от неопределенной константы A, придавая которой различные значения, можно получить все множество интегральных кривых уравнения (9.4.3). Если мы хотим найти интегральную кривую, проходящую через точку (x1, y1), то нужно подставить координаты точки в формулу (9.4.4) и определить значение константы A. С этим значением константы A формула (9.4.4) будет определять лишь одну интегральную кривую или так называемое частное решение уравнения (9.4.3).

Как правило, задача ставится так: найти решение уравнения (9.4.3) при условии
y(0) = y0.
                                                            (9.4.5)

Последняя формула называется начальным условием для уравнения (9.4.3).

Дифференциальное уравнение (9.4.3) при начальном условии (9.4.5) имеет единственное решение, которое определяется формулой
y(x) = y0e–ax.
                                                               (9.4.6)

Заметим, что для задания начального условия, вообще говоря, не обязательно выбирать значение аргумента x, равное нулю. Как сказано выше, выделить единственное решение из множества, задаваемого формулой (9.4.4) (то есть определить константу А), можно с помощью любого соотношения y(x1) = y1, считая его начальным условием.

Если в уравнении (9.4.3) a = 0, то интегрирование приводит к решению y(x) = C, то есть к константе, которая при начальном условии (9.4.5) равна y0. Таким образом решение y(x) сохраняет начальное значение y0 при изменении x.

Рассмотрим теперь случай неоднородного дифференциального уравнения первого порядка. Пусть дано уравнение
y( + ay = b,      ( b = const )
                                                               (9.4.7)

с начальным условием y(0) = y0.

Введем новую неизвестную [image: image2153.wmf]a
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 (считаем, что a ( 0). Теперь уравнение (9.4.7) примет вид [image: image2154.wmf]b
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 или z( + az = 0. Как было показано выше, решением последнего уравнения является функция z = z0e–ax, где [image: image2155.wmf]z
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. Возвращаясь к изначальной неизвестной, получаем решение уравнения (9.4.7) при заданном начальном условии:
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                                                                   (9.4.8)

Если в уравнении (9.4.7) a = 0, то его решением при заданном начальном условии будет функция y(x) = bx + y0.

[image: image2158.wmf]
Заметим, что решение (9.4.8) состоит из двух частей: yh = Ae–ax ‑ решения однородного уравнения y( + ay = 0 и y0(x) = b / a ‑ решения, которое назовем равновесным и которое получается, если в уравнении (9.4.7) положить y( = 0. Такое представление позволяет рассматривать решение (9.4.8) уравнения (9.4.7) как сумму равновесного или фиксированного значения ye и отклонения или девиации yh тра​ектории y(x) от равновесного значения. Это отклонение возрастает экспоненциально с ростом x при a < 0 и стремится к нулю при a > 0. В первом случае (a < 0) решение называется неустойчивым, а во втором – устойчивым (асимптотически устойчивым).

Как показано на рисунках 1 и 2, отклонение yh = (y0 – ye)e–ax от уровня равновесия [image: image2159.wmf]a

b

 уменьшается с ростом x при a > 0 и увеличивается с ростом x при a < 0.

В качестве примера рассмотрим динамическую модель Вальраса устойчивости рынка. Она формулируется следующим образом. Имеется несколько продавцов и несколько покупателей некоторого товара. Некий посредник объявляет цену p на товар, после чего каждый продавец сообщает, сколько товара он может продать при такой цене. Суммарное количество товара, выставляемое на продажу при данной цене, называется предложением и будет обозначаться S(p). Также каждый покупатель сообщает, сколько товара он собирается купить при данной цене. Сумма потребностей покупателей в дальнейшем будет называться спросом и обозначаться D(p). Введем понятие избыточного спроса E(p) как разности между спросом и предложением: E(p) = D(p) – S(p). Если E(p) ( 0, цена растет до тех пор, пока не будет достигнуто равновесие, которое определяется равенством спроса и предложения, то есть равенством  D(p) = S(p) или E(p) = 0. Если E(p) ( 0, то есть имеет место избыточное предложение, происходит снижение цены, пока не наступит равновесие. Здесь уместно сделать самое простое возможное предположение, заключающееся в том, что скорость изменения цены во времени пропорциональна избыточному спросу: малый избыточный спрос вызовет медленное увеличение цены товара, большой избыточный спрос – быстрое увеличение цены, малое избыточное предложение – медленное понижение цены и т. д. Отсюда следует уравнение
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Здесь k ‑ положительная константа, отражающая скорость процесса.

Пусть спрос и предложение являются линейными функциями цены: D(p) = ( + (p и S(p) = ( + (p. Тогда, приняв начальное условие p(0) = p0, будем иметь уравнение
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Это линейное дифференциальное уравнение первого порядка с постоянными коэффициентами, которое, как было показано выше, имеет решение
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которое устойчиво, если ( – ( <0 и неустойчиво при ( – ( >0. Но ( ‑ тангенс угла наклона кривой спроса, а ( ‑ тангенс угла наклона кривой предложения, и если выполняется условие ( – ( <0 (которое верно при убывании спроса и возрастании предложения с ростом цены ), рынок устойчив, то есть избыточный спрос снижается и окончательно устраняется возрастающей ценой. Если ( – ( >0, рынок неустойчив: будет иметь место непрерывная и неограниченная инфляция.

Рассмотрим теперь линейные дифференциальные уравнения первого порядка с переменными коэффициентами. Выпишем такое уравнение в общем виде:
у( + a(x)y = b(x).
                                                                                       (9.4.9)

Здесь a(x) ‑ некоторая функция аргумента x. Как мы это делали раньше, вначале будем искать решение однородного уравнения, положив функцию b(x) в правой части (9.4.9) равной нулю. Представив уравнение у( + a(x)y = 0 в виде
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после интегрирования получаем
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или 
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                                                                               (9.4.10)

Здесь A ‑ неопределенная константа, которую можно найти из начального условия y(0) = 0.

Пример. Решить уравнение y’ + 2xy = 0 при начальном условии y(0) = 3.

В этом случае 

a(x) = 2x,                [image: image2166.wmf](
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и начальное условие определяет A = 3. Искомое решение имеет вид

[image: image2167.wmf](
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Перейдем к решению неоднородного линейного дифференциального уравнения первого порядка с переменными коэффициентами. Положим в формуле (9.4.10) A = A(x), то есть будем считать множитель A некоторой функцией от x. Этот метод называется методом вариации произвольной постоянной, и с его помощью мы попытаемся решить уравнение (9.4.9) при условии, что b(x) есть некоторая функция, не равная тождественно нулю. Из формулы (9.4.10) получаем:
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После подстановки этих выражений уравнение (9) принимает вид

[image: image2170.wmf](
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откуда следует уравнение относительно функции [image: image2171.wmf](
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с решением
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Подставив это выражение в (9.4.10), получим общее решение уравнения (9.4.9):
[image: image2174.wmf](
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                                                                                   (9.4.11)

Пример. Решить уравнение [image: image2175.wmf]x
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 при начальном условии y(1) = 2. (Заметим, что в данном случае нельзя задавать начальное условие при x = 0, так как это значение не принадлежит области B определения функции F (см. формулу (9.2.1) )

Для решения поставленной задачи можно было бы воспользоваться формулой (9.4.11), но мы пойдем другим путем: применим метод решения уравнений, которым была получена формула (9.4.11).

В нашем уравнении [image: image2176.wmf](
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 получается из формулы (10):
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                                                                                       (9.4.12)

Реализуем теперь вариацию произвольной константы A, считая, что A = A(x) есть некоторая функция аргумента x. Тогда [image: image2179.wmf](
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, и подставив это выражение вместе с приведенным выше выражением для y в исходное уравнение, получим:
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откуда следует, что A((x) = x2 или [image: image2181.wmf](
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. Если теперь подставить это в формулу (9.4.12), то получится общее решение исходного уравнения: [image: image2182.wmf]x
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. С помощью начального условия найдем значение неопределенной константы C и выпишем решение поставленной задачи: [image: image2183.wmf]x
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Тема 9: Обыкновенные дифференциальные уравнения 
Упражнения

Решить дифференциальные уравнения:
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